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Propriétés  des  tangentes. 

L'équation  de  la  tangente  sera 

yy'        xx' 

Etant  donnée  une  circonférence  de  grand  cercle 
y  =  Ax-j-B,  si  on  demande  la  condition  pour  qu'elle  soit 
tangente  à  l'ellipse,  on  écrira  que  les  deux  équations  sont 
identiques,  ce  qui  conduira  à  la  condition 


B  =  ±  y/A2  o-  +  b\ 

L'équation  dune  tangente  pourra  donc  se  représenter  par 
la  formule 


y  =  A.r±  v/AV/'h-  B\ 

Si  on  cherche  la  rencontre  des  deux  ligues  ainsi  repré- 
sentées, on  trouvera  qu'elle  a  lieu  à  (;o  degrés  de  l'origine 
ou  du  centre  en  un  point  don!  la  latitude  a  pont  tangente 


(6) 

A  (voyez  la  tangente  au  cercle).  Le  signe  -h  se  rapporte 
à  la  tangente  LC  située  au-dessus  du  diamètre  LO, 
et  le  signe  —  à  la  tangente  LD  au-dessous  de  LO  -,  LO  a 

pour  équation 

y  =  mx. 

Si  on  mène  un  rayon  au  point  de  contact  C,  et  qu'on 
désigue  par  A'  le  coefficient  angulaire  de  ce  rayon,  on 


A  —     ii 


donc  entre  ce  coefficient  et  celui  A  de  la  tangente  on   a 
la  relation 

ar 

l'i...  i. 


Soit  OL  le  conjugué  de  OC  et  A"  son  coefficient,  on   a 

aussi 


doue 


VK"-         * 
\    A    = ? 


A=  A    ; 


d'où  il  résulte  que  la  tangente  et  le  diamètre  OL  se  ren 
contrent  à  90  degrés  du  centre  en  un  point  dont  la  lati- 
tude 1  pour  tangente 


A  =  — 


a    » 


<  >n  pourrai!  dom    menei   une  langent*  en  I    en  menant 


(  7  ) 

le  diamètre  OC,  déterminant  son  conjugué  (nous  avons  vu 

le  moyen  plus  haut),  prenant  sur  ce  conjugué  OL  un  arc 

égal  à  90  degrés,  et  joignant  le  point  obtenu  au  point  C 

On  peut  aussi  se  servir  de  la  relation 

X  .r'  =  a', 

X  étant  la  tangente  du  segment  déterminé  par  la  rencontre 
de  la  tangente  avec  l'axe. 

Théorème.  La  tangente  divise  en  parties  égales  l'angle 
formé  par  un  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au  point  de 
contact  et  le  prolongement  de  Vautre  rayon  vecteur. 


Il  suftit  pour  cela  de  démontrer  qu'on  a  la  relation 

sinF'C_sinF'D 
sin  FC         sin  FD 

Or,  nous  avons  trouvé  précédemment 

/F'C-hFC\                              /F'C— FC\        Cr' 
tangl 1 )="     et     laDg\ â )=~ 

Ajoutant  et  soustrayant  membre  à  membre,  puis  divisant, 
on  trouve 

sin  F'  C       a1  4-  Cx' 
sinFC        a-  —  Ce' 

d  autre  part  nous  avons  trouvé 

UineOD  —  —,. 


(8) 


on  a  d  ailleurs 


rang  OF  =  C  ; 

opérant  sur  ces  équations   comme  sur  les  précédentes, 

on  a 

sinF'D       «--f-Cr' 

donc 


sinFD        a- '  —  Ce' 
sin  F'  C       sin  F'  D 


sin  FC         sin  FD 


C.     Q.     F.     D. 


Cela  donne  le  moyen  de  mener  par  un  point  quelconque 
nue  tangente  à  l'ellipse,  comme  sur  un  plan. 

Quand  la  courbe  est  rapportée  à  deux  diamètres  con- 
jugués, 1  équation  de  la  tangente  ne  change  pas  de  forme, 
g  est  toujours 

y  y'        .tx' 

li...  3. 


Si  on  cherche  1  intersection  de  la  tangente  avec  1  .im 
des  x.  on  trouve 

xx'  =  a;  ; 

d'où  1  on  \oit  que  .si  1  on  prolonge  une  tangente  jnsqu  à 
la  rencontre  d'un  diamètre  quelconque  en  P,  et  qu'on 
joigne  le  point  du  conjugué  à  90  degrés  de  l'origine  au 
poinl  de  contact,  qu'on  prolonge  laie  obtenu  jusqu'au 
premier  diamètre  en  I),  on  aura 

langON  i.ui.'Oi'  _    i.nig  <>\ 


(  9  ) 
Première  application.    On  don/te   dans    une    ellipse 
a,  a,  a',   trouver  les  trois  autres  quantités  b,  a',  b'  [Voir 
t.  XIII,  p.  169). 

Fie.  \. 


Soit  OA  =  le  demi-axe  dont  a  est  la  tangente  5  j'élève 
au  point  A  un  arc  perpendiculaire  à  OA,  il  sera  tangent 
à  la  courbe.  Soit  C  sa  rencontre  avec  un  des  diamètres 
dont  on  donne  la  direction. 

Si  nous  prenons  sur  Vautre  OL  =  900,  que  nous 
menions  l'arc  LA  qui  coupe  en  D  le  diamètre  OM,  on 
aura  par  le  théorème  précédent 

«*  =  tangOD  tangOC. 

Ce  qui  permettra  de  construire  le  diamètre  suivant  OM 
Le  reste  a  déjà  été  exposé. 

Deuxième  application.  On  donne  a,  a,  b\  trouver 
les  trois  autres  quantités. 

Fie.  5. 


Soient  A  A'  l'axe  donné  et  MO  A  l'angle  a .  J'élève  au  poi  ni 
A  sur  l'axe  un  arc  perpendiculaire  AC  qui  est  langent  à 
la  courbe.  Soit  OP  la  direction  inconnue  du  conjugué. 


(  ">  ) 
Prenons  OCM=  900.  Joignons  MA  par  un  arc  qui  coupe 
en  D  l'arc  OP.  Nous  aurons  par  le  théorème  précédent 

tangOD  tangOP  =  £,\ 

Soit  mené  l'arc  DS  perperdiculaire  sur  OP,  nous  aurons 

tangOD       tangOA 
tang  OS  —  tang  OP  * 
d'où 

tangOS  tangOA  =  tangOD  tangOP  =  bj . 

On  a  donc 

b2 
tang  OS  =  —, 
a 

ce  qui  détermine  le  point  S. 

Mais  le  lieu  des  sommets  des  triangles  rectangles  ayant 
pour  hypoténuse  OS  est  une  ellipse  dont  nous  avons 
déjà  déterminé  les  axes.  OS  est  l'un  des  axes  et  l'autre  ê 
se  trouve  par  la  formule 

•    e       .        0S 
sin  5  =  tang  —  \ 

la  question  revient  donc  à  trouver  la  rencontre  d'un 
grand  cercle  MA  avec  une  ellipse  dont  on  connaît  les 
axes.  (Problème  déjà  résolu.) 

Discussion.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
que  le  cercle  M  AD  coupe  l'ellipse.  Or  celle-ci  a  pour 
équation  (résultat  déjà  trouvé) 

.,••-■  _|_  jî  —  Ax  =  o, 

\  éta  n  lia  tangente  de  0S=— •  Le  cercle  MA  passant  par 

un  point  M  de  latitude  a  et  par  le  point  \  .1  poui 
équation 

y  =  ■/{.,-  —  n    .        .'    7  tang  «    . 


combinant  ces  deux  équations,  on  trouve  par  L'élimina- 
tion de  y, 

(a'4-  i)  x2  —  (2«a,2-f-  A)  x  -+-  «2a2  =  o. 
Pour  que  les  racines  soient  réelles,  il  faut  avoir 

A  >  2  a  tang  (45°  —  -  j  ; 


d\ 


£;3  ]>  2«-  tang  (  45°  —  -  ) 


Ce  qui  donne  le  minimum  de  b' .  Si  on  suppose  pour  &' 
sa  valeur  minimum,  les  racines  sont  égales  et  on  trouve 

x  =  a  sina';  . 

d'où 

y  =  —  a'  a  (1  —  sina'). 

Si  on  divise  y  par  #,  on  aura  la  tangente  de  l'angle  AOZ 
compris  entre  la  direction  du  diamètre  b'  et  l'axe  de  la 

courbe  a.  On  trouve  que  cet  angle  AOZ  = — h  900. 

Ce  qui  démontre  que  la  direction  du  diamètre  &',  dans  le 
cas  du  minimum,  estbissectrice  de  l'angle  formé  par  l'axe 
des  y  et  OM'  prolongement  de  OM.  De  là  résulte  ce 
théorème  : 

Parmi  toutes  les  ellipses  quon  peut  construire  sur  un 
axe  donné,  il  y  en  a  une  pour  laquelle  le  conjugué  d'un 
diamètre  OM  de  direction  connue  est  minimum,  et  dans 
cette  ellipse,  la  direction  de  ce  conjugué  divise  en  parties 
égales  V angle  formé  par  le  second  axe  et  le  prolonge- 
ment du  diamètre  donné  OM. 

Le  même  théorème  a  lieu  sur  un  plan. 

hiFoi;i\ii    \   démontrer.   Si  aux  extrémités    iB  d'un 


(  1=0 

axe,  on  mène  deux  tangentes  et  qu'on  les  coupe  par 
une  troisième  aux  points  M  et  N,  quon  projette  AM  et 
B^  sur  Vautre  axe,  le  produit  des  tangentes  des  deux 
projections  est  égal  à  la  tangente  carrée  de  la  moitié 
de  cet  axe,  et  si  on  multiplie  tangAM  par  langBjN,  on 
trouve  la  tangente  carrée  de  ce  même  demi-axe  multi- 
pliée par  le  cosinus  carré  du  premier. 

La  première  partie  de  renoncé  est  encore  vraie,  quand 
on  remplace  les  axes  par  un  système  de  diamètres  con- 
jugués. 

Ce  théorème  peut  servir  à  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

On  donne  un  des  axes  d  une  ellipse  et  une  tangente, 
trouver  Vautre  axe. 

On  peut  aussi  en  tirer  le  corollaire  : 

Etant  donné  un  triangle  bi-rectangle  ABC.  si  on  coupe 


par  un  arc  les  côtés  en  M  et  P,  de  manière'  que  le  produit 
des  tangentes  des  segments  à  partir  de  la  base  soit  con- 
stante =  tangscp,  la  courbe  enveloppe  de  Tare  sécanl  est 
une  ellipse  sphéi  icjuc,  dont  un  a\e  est  A!>  et  dont  1  antre 
s'obtient  en  prenant  AP  =  BM  =  (pj  et  joignant  PM, 
1  intersection  de  cet  arc  avec  la  perpendiculaire  Oy  donne 
1  extrémité  <lu  second  a  ce, 

ThÉORÈMI      \    m  MONTItEU.    Si    On    lueur  cil    un   point     \ 


(  i3  ) 
d'une  ellipse. une  tangente,  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  la 
rencontre  en  M ,  J\  de  deux  diamètres  conjugués  pris 
pour  axes ,  qu'on  construise  le  demi-diamètre  conjugué 
de  celui  qui  passe  au  point  A,  la  tangente  carrée  de  la 
projection  de  ce  demi-diamètre  sur  un  des  deux  premiers 
égale  le  produit  des  tangentes  des  projections  des  deux 
segments  de  la  tangente  [il  s'agit  ici  de  projections 
obliques}. 

Si  au  lieu  de  deux  diamètres  on  prend  les  axes,  et  qu'on 
appelle  b'  la  tangente  du  diamètre  conjugué  de  celui  qui 
passe  au  point  de  contact,  le  produit  des  tangentes  trigo- 
nométriques  des  deux  segments  de  la  tangente  égalera 

h'2  cos2  a  cos2  b  -f-  sin2  a  sin2  b. 

Cette  relation  sert  à  résoudre  le  problème  suivant  : 

Etant  donnés  les  axes  d'une  ellipse  non  construite , 
lui  mener  une  tangente  telle,  que  le  produit  des  tangentes 
des  deux  segments  interceptés  entre  le  point  de  contact 
et  les  axes  soit  égal  à  une  quantité  donnée  P. 

La  relation  donnera  b'2.  Connaissant  «,  b  et  b',  on  pourra 
par  une  construction  déjà  faite  trouver  la  direction  du 
diamètre  b' ,  ainsi  que  la  direction  et  la  grandeur  OA  de 
son  conjugué;  il  suffira  alors  de  joindre  le  point  A  à  un 
point  pris  sur  b'  à  90  degrés  de  l'origine. 

Discussion.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  ne 
suffit  pas  qu'on  trouve  pour  bn  une  valeur  positive,  il  faut 
qu'on  la  trouve  comprise  entre  a2  et  b2.  Ce  qui  conduit 
aux  conditions 

P<sin2a,      P>sin2g, 

a  et  0  désignant  les  demi-axes.  Dans  le  cas  du  maximum,  la 
tangente  sera  menée  par  l'extrémité  du  petit  axe  et  réci- 
proquement. 


Théorème.  Si  des  deux  foyers  d'une  ellipse  on  abaisse 
des  arcs  perpendiculaires  sur  une  tangente ,  le  produit 
des  sinus  de  ces  arcs  est  constant  et  égal  à  sin2  6  cos2  y, 
y  étant  la"dis tance  du  centre  au  foyer,  et  ê  le  demi-axe 
perpendiculaire  à  l'axe  des  foyers. 

On  saitf qu'une  tangente  quelconque  peut  se  représen- 
ter par  l'équation 

y  =  mx  -f-  \Ja2  m2  -f-  b- . 

La  distance  â  du  foyer  à  cette  tangente  est  donnée  d'après 
une  formule  ci-dessus  démontrée  par  l'équation 


sin  S  — 


\/a-  m2  -+-  h2  -4-  me 


y/i-f-  b2-+-  w2(i-f-a2)s/i-Hc- 
l'autre  distance  est  donnée  par  l'équation 
y  a2  m2  -+-  b2  —  me 


S'  = 


\f  i  -+-  b2-\-  m2  (i  +  a* j  \/i  +  <? 
multipliant  membre  à  membre  et  observant  que 


on  trouve 


cos  a'  =  cos  b  cos  y  , 
sin  S .  sin  S'  =  sin2  b  cos2  c. 


Ce  ihéorème  peut  servir  à  trouver  l'axe  o,  connaissant 
les  foyers  et  une  tangente. 

Application.   On    donne  un  foyer  et  deux  tangentes, 

Fig.  7. 


(  «5  ) 
trouver    le    lieu  du  second  foyer.    Soient    F    le   foyer 
donné,   A  et  A'  ses  sinus  distances  aux  deux   tangentes 
OA  ,  OB,y  l'autre  foyer,  â  et  ô'  les  sinus  des  deux  dis- 
tances. 

On  aura,  par  Je  théorème  précédent, 

S  _A\ 

rî7  ~  Â"  ' 


sin/OA 


soit 

3'       sin  (9—  /OA)' 
/OA=a, 

on  aura 

£             sin  a 

S'        sin  (6  — a)" 

soit  o  l'angle  FOB,  on  aura  de  même 
A'  sin  6 

Â"-  sin  (0  —  6)" 

D'où  on  conclut  aisément  «  =  6;  donc  le  lieu  du  point/ 
est  une  circonférence  de  grand  cercle  passant  à  l'origine 
et  par  un  point  symétrique  de  F  relativement  à  la  bis- 
sectrice. 

Corollaire.  Si  d'un  point  O  on  mène  deux  tangentes  à 

Fie  8. 


(  16  ) 
une  ellipse  et  qu'on  joigne  le  point  O  aux  deux  loyers 
pardeux  arcs tle grands  cercles,  ces  arcs  feront  avec  les  deux 
tangentes,  des  angles  égaux.  Si  on  demandait  le  lieu  du 
centre  qui  sur  un  plan  est  une  ligne  droite  parallèle  au 
lieu  du  foyer,  je  dis  qu'on  trouverait  une  ellipse  spbé- 
rique.  Cela  revient  à  faire  voir  que  le  lieu  du  milieu  de 
Tare  variable  CB  terminé  d'une  part  à  un  point  fixe  C, 
et  d'autre  part  à  sa  rencontre  R  avec  une  circonférence 
AD,  est  une  ellipse. 
Posons 

CB=2p,      tangCA  =  p     et     BCA=o>, 
nous  avons  dans  le  triangle  ABC, 

p  ■=.  tang2pcosw     ou     2  tang  p  cos  w  =  p  (i — tangp), 
ou  passant  aux  coordonnées  rectangles, 

1  .T. 

i =  y1  ■+■  x  • . 

P 

C'esl  une  ellipse  dont  on  pourrait  trouver  les  axes  par 
sou  équation,  niais  on  les  obtient  plus  aisément  par  la 
géométrie.  Soit  IN  le  point  milieu  de  CA,  JN  sera  l'extré- 
mité d'un  axe.  Prenons  NM  =  -j  M  sera   I  autre  extré- 

2 

mité,  OK  perpendiculaire  sur  MIN  sera  la  direction  du 
second  axe.  Pour  en  avoir  l'extrémité,  construisons  le 
le  I  riangle  OCg,  de  manière  que  1  angle  g  =R,  Soit  K  le 
milieu  de  gR,  joignez  CK,  prolongez  l'arc  CK  jusqu'en  IV 
K  scia,  par  suite  d'une  égalité  de  triangles,  le  milieu  de 
i  Kl',  donc  K  est  un  point  du  lieu,  c'est  un  sommet.  La 

«ourbe  est  alors  facile  à  construire. 

On  voit  «loin   que  quand  on  donne  doux  tangentes  et 
un  Joj  cr.  le  lieu  du  centre  est  une  <  llipse, 


(  '7  ) 
Problème.    Trouver  le   lieu  des  projections  du  foyer 
sur  les  tangentes. 

On  peut  prendre  l'équation  générale  des  tangentes 


y 


s/a-  ni1  -h  b\ 


oi  «  elle  d'une  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  cette 
tangente,  puis  éliminer  m  entre  ces  deux  équations;  mais 
le  calcul  est  long  et  compliqué  :  on  arrive  beaucoup  plus 
simplement  au  résultat  parle  moyen  suivant  :  Soit  MK 
une  tangente  en  M  ;  joignons  le  point  M  aux  foyers  par  les 

Fig.  9. 

N 


arcs  MF,  MF',  prenons  sur  FM  prolongé  MN  =  MF', 
joignons  ]\F'  par  un  arc  qui  coupe  la  tangente  en  R.  K  est 
un  point  du  lieu;  j'appelle  p  la  distance  OK,  w  l'angle 
KOF',  et  p  la  distance  F'K  ou  KN  dans  le  triangle  KOF', 
nous  aurons 

(1)  casp  =  cosc  cosp  -f-  sin  c  sinp  cosw, 

et  dans  le  triangle  NFF', 

(1)  cos  2  a  =  cos2c  cos2p  -f-  sin  2  c  sin  2/7  cosF'  ; 

on  a  encore  dans  ORF' 

coss  —  cos  p  cosc 

cosF'  = -. — 

sin  p  sine 

Je  remplace  cos  F' par  cette  expression  dans  l'équation  (2), 
puis  j'élimine  cos/;  par  l'équation  (1),  on  trouve  ainsi 
l'équation 

sin2p  (cos-c  -f-  sin3c  cos2  w)  =  sin2a, 

Ann.  de  Malhcmat,,   \.  XVIII.   (Janvier    lSricj.)  2 


(  «8  ) 
et  passant  aux  coordonnées  rectangles 


y2  (cos2  c  —  sin2  a) 
sin2  a 


x- 
a- 


Le  lieu  demandé  est  donc  une  ellipse  concentrique  à  la 
première  ayant  un  axe  commun  2  a  \  l'autre  axe  20  est 
donné  par  la  formule 

sin2  a 


tans2  6  = 


cos2  e  —  sin2  a 


Si  le  rayon  de  la  sphère  est  infini,  on  trouve  un  cercle, 
car  S  =  a. 
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Quand  on  a  reconnu  que  la  courbe  est  du  second  degré, 
on  peut  trouver  les  axes  sur  la  figure.  Il  est  d' abord  é\  i- 
dent  que  OA  est  un  axe  de  la  courbe.  Pour  avoir  l'autre, 
au  sommet  C  menons  une  tangente  CP  et  projetons  le 
foyer  F'  sur  cette  tangente  \  l'arc  F'P  projetant  ira  couper 

Taxe  des  y  en  un  point  D  à  -  -h  o  de  l'origine  (6  =  OC). 

Donc  on  a  pour  le  point  P, y'  =  —  ji  l'équation  de  l'arc 
F'  P  sera  donc 

y     ,  x      . 


(c  étant  la  tangente  de  OF').  Si  dans  cette  équation  nous 


(   '9  ) 
faisons  y  =  b,  nous  aurons  les  coordonnées  du  point  D. 
Mais  ces  coordonnées  doivent  vérifier  l'équation  du  lieu 

y2         x7 

il  est  donc  facile  d'avoir  o  ou  tango:  on  trouve  comme 

par  l'autre  méthode 

sin2  a 
tan"2  6 


cos'c  —  sin:  x 


Si  d'un  point  A,  pris  hors  dune  ellipse  sphérique,  on 
mène  deux  tangentes  et  qu'on  divise  en  parties  égales 
les  angles  qu'elles  font  entre  elles,  les  deux  bissectrices 
viennent  couper  l'axe  en  deux  points  tels,  que  le  produit 
des  tangentes  de  leurs  distances  au  centre  est  une  con- 
stante c2  égale  au  carré  de  la  demi-distance  des  foyers. 
Les  tangentes  ont  pour  équations 


y  =  mx  ■+-  y/a'  m*  -+-  b-,      y~  m' x  -h  y  a2  m  \  -+-  S2. 
Les  bissectrices  ont  pour  équations 

y —  mx  —  \a-  m'  -\-  b-  y —  m'  x . —  \Ja2 m)  -1-  b- 


\/i  +é!+  m-  (i  4-  a1)       ±:  y'i  -+-  b2-\-  m]  (n-  a: 
ou 

r  [y  —  m.x  —  s)  =  r'  [y  —  m' x  —  s') , 

en  appelant  r  et  /•'  les  inverses  des  dénominateurs  et  s,  s', 
les  deux  radicaux  du  numérateur.  Faisant  y  =  o ,  on 
trouve 

rs  —  r  s' 


pour  l'autre  bissectrice,   il   faut   changer  le  signe  de   t  . 
ce  qui  donne 

n  -f-  r'  .v' 


X  =  — 

m'  r   -t-  mr 


(     20) 

d'où  on  tire 

r*s'—  /~VJ  r?  (a'm'-hb*)  —  r'(aimi-h  fr) 

m'  r*  —  m-  r1  m2  r5  —  m2  r2 

fr(r?—r2)  bUi  -f-  *')  (w2  —  w2) 

m] r2  -  m2  r2  m2  (  i  -+-  b2  )  —  m2  (i  -+■  62) 

sin26        sin2a  —  sin2" 


cos-a  cos-l 


=  <?, 


C  désignant  la  tangente  de  la  demi-distance  des  foyers. 
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ïl  suit  de  là  que  si  avec  2C  comme  arc  diamétral  on 
traçait  un  cercle,  les  deux  points  P  etP'  seraient  tels,  que 
la  polaire  de  l'un  relative  à  ce  cercle  passerait  par  l'autre, 
donc  les  points  de  rencontre  des  bissectrices  avec  l'axe 
et  les  deux  foyers  sont  quatre  points  harmoniques.  Ce 
théorème  peut  servir  à  construire  une  ellipse  connaissant 
le  centre,  la  direction  de  l'axe  et  deux  tangentes.  On 
peut  encore  en  conclure  que  si  on  donne  deux  tangentes 
et  un  foyer,  le  lieu  de  l'autre  foyer  est  une  circonférence 
de  grand  cercle. 

Problème.  Trouver  le  lieu  des  sommets  d'angles 
droits  dont   les  côtés   sont  tangents  à  une  ellipse. 

Soient  x'  y1,  x"  y"  les  tangentes  des  coordonnées  des 
points  de  contact ,  les  deux  tangentes  en  ces  points  auront 
pour  équations 

a"1  y  y'  -f-  b2  x.r'  =  a2/;', 

a'  y  y" -h-  IPx.t"  =1  a  t>\ 


(  *■  ) 

on  a  aussi 

«5J,2  -1-  b'x2  =  a2b\ 

a*yl+  b2x2  =  a2b2, 

et  pour  que  les  deux  tangentes  soient  rectangulaires ,  on 
a  la  condition  connue 

a" y' y" -h  b"  x'  x"-h  a"  b"=  o , 

il  faut  éliminer  x',  x",  y\  ^"  entre  ces  quatre  équations. 
L'élimination  se  fait  comme  pour  l'ellipse  plane,  et  on 
trouve  pour  équation  du  lieu 

(l—a2)y2-+-(i—b2)x2  =  ai-hb2. 

Premier  cas. 

on  a  une  ellipse  sphérique.  Si  par  les  points  C  et  B,  som- 
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mets  de  la  courbe  donnée,  on  mène  deux  tangentes  se 
coupant  en  D,  le  cercle  concentrique  à  l'ellipse  et  pas- 
sant en  D  aura  pour  équation 

x7  -\-y2  =  a-  H-  b\ 
et  comme  dans  la  courbe  trouvée  on  a 

x'-hy->ti2-\-b\ 

tous  les  points  de  cette  courbe  sont  extérieurs  au  cercle 
(OD),  par  suite  ils  sont  extérieurs  à  l'ellipse;  on  pourra 


(  «  ) 

donc  par  chacun  d  eux  mener  deux  tangentes,  qui  se  cou- 
peront à  angle  droit. 

Deuxième  cas.   Si  on  a 

a2^>  i      et      b2  ^>  i, 

1  équation  trouvée  ne  sera  satisfaite  par  aucune  valeur 
réelle  de  y  et  de  x,  en  sorte  que  le  problème  de  mener  à 
lellipse  deux  tangentes  rectangulaires  sera  dans  ce  cas 
impossible. 

Troisième  cas. 

«J>i,     £J<t. 

L  équation  trouvée  pourra  s'écrire  ainsi  : 

(a7—  i)  r2—  (i — b>)  x-=  —  (a'+i1), 

on  pourra  l'appeler  une  hyperbole  sphéricité,  et  tous  ses 
points  conviendront  encore  à  la  question. 

Quatrième  cas. 

a  =  i  ,      &  <^  i . 

La  courbe  donnée  est  une  parabole  spliérique,  le  lieu 
trouvé  a  pour  équation 

—  y     ,_/,»         —  y    COS2  6 

k  représentant  le  petit  axe  de  la  courbe  donnée;  cette 
équation  représente  deux  circonférences  perpendiculaires 
.1  Taxe  de  90  degrés:  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  cir- 
conférences sont  les  deux  directrices  de  la  parabole 
\in>i  les  directrices  d  une  parabole  sphérique  ont,  comme 
sur  le  plan,  la  propriété  de  contenir  tous  les  sommets  des 
ingles  droits  circonscrits  à  la  courbe. 
Si  ou  construit  une  courbe  dont  les  points  soient  les 


(  -3  ) 
pôles  des  tangentes  de  la  courbe  donnée,  on  trouve  une 

Fie.  i3. 

[m 


P'     N 


ellipse  qu'on  nomme  ellipse  supplémentaire  de  la  pre- 
mière 5  elle  a  avec  elle  l'axe  commun  AB;  le  second  axe 
MN  est  plus  grand  que  AB.  Cela  posé,  si  par  un  point  X 
de  la  directrice  on  mène  les  tangentes  XH,XK,  leurs 
pôles  seront  deux  points  P  et  Pj  de  la  courbe  supplé- 
mentaire, l'arc  PP'  passera  donc  par  le  pôle  de  la  direc- 
trice XY  qui  est  le  foyer  de  la  parabole  donnée,  et  il  sera 
supplémentaire  de  l'angle  X,  c'est-à-dire  de  90  degrés. 
On  voit  donc  que  si  un  ellipse  a  son  petit  axe  de  90  de- 
grés, tous  les  arcs  de  même  longueur  -,  inscrits   à  la 

courbe,  passeront  par  un  point  fixe  qui  sera  le  foyer  de 
la  parabole  supplémentaire.  (Bougjvet.  ) 

On  résout,  d'une  manière  analogue,  le  problème  sui- 
vant :  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  tangentes  me- 
nées par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 
L'équation  est  la  même  que  sur  le  plan,  savoir  : 


y 


Si  par  le  centre  O  on  mène  une  sécante  coupant  les  deux 
courbes  aux  points  A'  et  A,  on  aura 

rang  OA'=  lang  OA  .  y  2- 


(  *4  ) 

De  Jà  résulte  un  moyen  simple  d'obtenir  les  axes.  Menons 


FlG.    i4. 


aux  sommets  D  et  C  les  tangentes  DA',  CA'  ;  A'  sera  un 
point  du  lieu,-  joignons  AD,  et  abaissons  OK  perpendicu- 
laire sur  AD,  puis  de  A' abaissons  aussi  une  perpendicu- 
laire sur  OK,  cette  perpendiculaire  viendra  couper  OD  en 
un  point  D'  qui  sera  l'extrémité  d'un  des  axes-,  l'autre 
sommet  C  se  trouve  de  même. 

Propriétés  des  cordes  supplémentaires. 

Leur  définition  et  la  relation  entre  leurs  coefficients 
angulaires  sont  comme  pour  l'ellipse  plane.  Ainsi  en  ap- 
pelant ces  coefficients  a,  a',  on  aura 


b- 
à1 


y- 


aa  =r  —  —      ou       — 


selon  que  la  courbe  sera  rapportée  à  ses  axes  ou  à  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués.  Or  on  a  la  même  relation 
entre  les  coefficients  angulaires  6,  6'  dune  tangente  cl  du 
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(  =»5  ) 
rayon  mené  au  point  de  contact;  si  donc  a  =  (3,  on  aura 


ce  qui  démontre  que  quand  une  tangente  rencontre 
une  corde  CB  à  90  degrés  du  centre,  la  corde  supplémen- 
taire de  CB  rencontre  aussi  à  90  degrés  du  centre  le 
rayon  mené  au  point  de  contact. 

Cela  donne  un  moyen  facile  de  mener  une  tangente  par 
un  point  donné  sur  la  courbe  ou  par  un  point  situé  à 
90  degrés  du  centre. 

Si  on  appelle  y  le  coefficient  angulaire  d'un  grand 
cercle  et  y'  le  coefficient  du  rayon  qui  joint  son  pôle  au 
centre,  on  a  aussi 

77=-",- 
Si  donc  a  =  y,  on  aura 

c'est-à-dire  que  si  une  corde  CB  rencontre  à  90  degrés  du 
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centre  un  grand  cercle,  la  corde  supplémentaire  de  CB 
rencontrera  aussi  à  90  degrés  du  centre  l'arc  allant  du 
centre  au  pôle  de  ce  cercle.  Si  donc  on  veut  construire  la 
polaire  d'un  point  A,  on  joindra  OA  ,  on  prendra  sur  OA 
prolongée  OM  =  900,  on  joindra  M  à  l'extrémité  L  de 
l'axe  ou  d'un  autre  diamètre  par  un  arc  coupant  l'ellipse 
en  B.Ou  mènera  CB  corde  supplémentaire  de  BL,  on  pren- 
dra sur  CB  un  point  N  à  90  degrés  du  centre,  et  le  point  JN 


(    *6    ) 

sera  un  point  de  la  polaire  de  A.  Il  sera  facile  d'en  trou- 
ver un  second  par  la  relation  connue 

tang-  Oq  =  tang  OA .  tang  OL. 

On  démontrera  aussi  facilement  que  si  un  diamètre  et 
une  corde  se  coupent  à  90  degrés  du  centre,  le  conjugué  et 
la  corde  supplémentaire  se  coupent  à  la  même  distance  du 
centre,  ce  qui  servira  à  construire  deux  diamètres  conju- 
gués dont  Fun  passe  par  un  point  donné. 


SIR   L'INTERPOLATION   (*); 

Par  M.  Eugènf.  ROUCHÉ  , 
Professeur  au  lycée  Charlemagne,  Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


I. 

1.  Dans  1  un  de  ses  intéressants  articles  sur  divers 
points  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales,  M.  Gerono 
a  indiqué  un  moyen  de  déduire  la  formule  d'interpola- 
tion de  Newton  de  celle  de  Lagrange. 

Je  me  propose  de  donner  de  ce  même  problème  une 
solution  assez  facile  et  assez  courte  pour  être  introduite 
dans  les  Eléments.  Toutefois,  je  ne  serais  peut-être  pas 
revenu  sur  cette  question,  sans  une  circonstance  particu- 
lière, qui  se  présente  d'ailleurs  assez  fréquemment  en 
mathématiques. 

Lorsqu'on  aborde  le  problème  dont  je  viens  de  parler, 
il  suffit  d'un  coup  d'oeil  pour  voir  que  la  foi  mule  de  La- 
grange, dans  sa  forme  habituelle,  ne  se  prête  pas  aise 
ment  à  la  transformation  demandée.  Une  préparation 
préalable  est  nécessaire  pour  éviter  de  longs  calculs.  En 
chercha  ni  à  grouper  convenablement  les  termes,  j  ai  été 

l  •  iprcs  11  m •  thèse  récemmenl  soutenue  don I  nous  rendrons  compta 


(*7) 

conduit  à  une  forme,  qui  non-seulement  fournit  une  so- 
lution presque  immédiate  du  problème  proposé,  mais  qui 
est  en  général  beaucoup  plus  commode  pour  la  mise  en 
nombres.  Cette  forme  n'est  d'ailleurs  nouvelle  qu'en  ap- 
parence; elle  ne  diffère  pas  au  fond  d'une  formule  énon- 
cée dans  des  termes  différents  par  Newton  dans  un  para- 
graphe des  Principes,  et  reproduite  par  Lacroix  dans  son 
Traité  de  calcul  différentiel  et  intégral. 

Pour  rendre  ce  travail  utile  aux  lecteurs  auxquels  ce 
journal  s'adresse,  je  commencerai  par  exposer  ma  solu- 
tion du  problème  que  j'avais  d'abord  en  vue  ;  je  montre- 
rai ensuite  l'identité  de  la  nouvelle  forme  de  la  formule 
de  Lagrange  avec  celle  qui  résulte  de  la  traduction  ana- 
lytique de  l'énoncé  de  Newton. 

II. 

2.  Soit  ux  une  fonction  dont  on  connaît  les  m  -+-  1 
valeurs 

I     Mo,     "m      "2  ;  ■  ■  •  ?     ,lmt 

(1)  <       pour 

\    Xq  ,     X 1  ,     X?  ,  .  .   .  ,     xm . 

Posons,  en  général, 

[x  —  X0)  (:r  —  JTj)  .  .  .(x  —  xn)  =  ©„  (.r)  • 

et  remplaçons,  dans  la  formule  de  Lagrange, 


(A) 

ux  = 

•^   ym_x{X)      X  .r„, 

^™     y',n{Xi)          •£  Xi 

1  =  0 

la  fraction 

(*) 

X  —  Xm 

x  —  .r, 

par 

■l'i  Km 

\  -\ 

(  -8) 
La  fraction  (2)  se  réduisant  à  l'unité  pour  1 =  m,  nous 
décomposerons  ainsi  le  second  membre  en  deux  sommes 
partielles,  dont  la  seconde  ne  s'étendra  que  de  i=o  à 
i  =  m  —  1 .  Nous  aurons,  de  la  sorte, 

i  =m  i  =  m  —  i 


OU 


^■^  #  —  .rm    «...  (.r,-  )  ^^ 


i  =  ro —  1 

<?/n— if-*)       x  rn 


?'m{Xi)  ^       ?lr-l(X0         •r~    r- 


*«. 


La  seconde  partie  étant  de  même  forme  que  le  deuxième 
membre  de  la  formule  (A),  on  peut  lui  appliquer  le 
même  procédé  de  décomposition;  en  opérant  de  même 
sur  le  résultat,  et  continuant  ainsi,  on  obtient  la  formule 


(B) 


-l 

?«(*)    y       ut       I 
x  —.r„  Zd  ff'n{xi)   I 

i  =  0  J 


que  nous  avions  annoncée  et  qui  se  prête  mieux  aux  cal- 
culs numériques  que  la  formule  (A). 

3.    Voici  maintenant  un  lemme  : 
La  somme 


(3)  y-a- 

i  =  O 

se  réduit  à 


i 


A"  it„ 


h"     1.2. 


lorsqu'on  prend  pour  Xg,   *iv**5   x'»  ^:i   v&tetWS  éqtu 

distantes  x0,  \0  4-  h, .  .  . ,  x0-f-  nih. 


(  29  ) 
En  effet,  l'égalité 

<j>'„  [x/j  =  [xi  —  xt)  \xt  —  xx) .  .  .  [xi  —  *£_,)  (jt,-  —  xi+i) .  .  .  (x,—xn, 

donne  pour  ces  valeurs  de  la  variable  x 

I  .  2  .  .     I 

»  (xi)  =  (—  i)"-'  hn.  i  .  2  .  .  .  n  .  — — — ,•» 

la  somme  (3)  a  donc  pour  limite  l'expression 


(—  1y-'-[/i(/i—  i)..  .(«->+i)l 

1.2.../ 


—      >      i — ! — «M 


qui  n'est  autre  que  (4). 

4.   Cela  posé,  la  substitution  dex0  +  z'/i  à .r,  transforme 
la  formule  (B)  en  la  suivante  : 

n  =  m  

•^  [x —  .r0)(x  —  .r0 — h)..Jx — x0 — n — lit)  A"  nn 

1        -*-*  h"  i  . 2 ...  n 


,^\  ^  /x—.vA/x—xB         \        /x—x0  \       An«„ 

lc)u'=2i[—){-n lr\—h *+I 


qui  est  précisément  la  formule  d'interpolation  de  Newton, 
relative  au  cas  où  la  variable  croit  par  degrés  égaux.  Le 
problème  proposé  est  donc  résolu. 

III. 

5.  Dans  le  lemme  V  du  IIIe  livre  des  Principes,  après 
avoir  énoncé  la  formule  (C),  relative  au  cas  où  la  va- 
riable reçoit  des  valeurs  équidistantes,  Newton  ajoute  : 

Sunlo  puncta,  A,  B,  C,  D,  E,  etc.  ;  ab  iisdem  ad  rec- 
lam quamvis  positionc  datam  HN  demitte  perpendicula 
quotcunque  AB,  131,  CK,  DL,  EM. 


(  3o  ) 
Si punctorum  H,  I,  K,  L,  etc.,  inœqualia  sunt  inter- 
valla HI,  LK,  etc..,  collige  perpendiculorum  AH,  BI, 
CK.,  etc.,  différentiels  primas per  intervalla  perpendicu- 
lorum divisas  b,  2b,  3b,  4b,  5b,...,  secundas  per  inter- 
valla bina  divisas c,  2c,  3c,  4c,...,  tertias  per  intervalla 
terna  divisas  à,  ad,  3d,...,  quartas  per  intervalla  qua- 
terna  divisas  e,  2e,...,  et  sic deinceps ;  ita  ut  sit 


AH  —  BI 
b=        HI       ' 

BI  —  CK 
2^=        IK      ' 

•  CK  -  DL 
36=~KM- 

dein 

6  —  26 

26-36 

2r=        IL       ' 

36  —  46 
3  c  —  ' — 1 

-      HK     ' 

KM 

postea 

c  —  2f 

ic  —  3c 
ici  —  »• 

HL  IM 

Inventa  differentus,  die  AH=a,  — HS  =  p,  p/n  — IS=q, 
q  in  -+-  SK  =  r,  r  in  -h  SL  =  s,  s  in  -h  SM  =  T,...  5  per- 
gendo  scilicet  us  que  ad  perpendiculum  ultinium  ME,  et 
erit  ordinatim  applicata 

(  D  )  RS  =  a  H-  67  -f-  cq  -+-  dr  -+-  M  -\-/t 

6.  Pour  traduire  cet  énoncé  analytiquement  de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  reprenons  les  deux  suites  (1).  Ap- 
pelons rapports  du  premier  ordre  et  désignons  par  11 
les  m  quantités  de  la  forme 


nommons  rapports  du  second  ordre  et  représentons 
néralement  parB'  les  m  —  1  quantités  de  la  forme 


R,    —  n, 


(  3i   ) 
En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  en  général  m — n  -f-  i 
rapports  de  Tordre,  n  de  la  forme 


n 


11  n  v  a  qu'un  rapport  de  Tordre  m 

R'?-'  —  R'! 


R"  = 


et  pas  de  rapport  d'ordres  supérieurs.  On  aurait  des  rap- 
porta d'ordre  quelconque  si  les  suites  (i)  étaient  illi- 
mitées. 

.Note/,  d'ailleurs  que  lorsque  la  variable  \  croît  par 
degrés  égaux  à  h,  depuis  x0  jusqu'à  x0-f-mh,  on  a,  en 
général, 

(5)  r;  =  JL--^l_. 

K     '  '         hn  I  .  2 .  .  .  n 

Dans  ce  système  de  notations,  la  formule  il))  s'écril 

itj  =  «„H-  (x  —  x„)  R0  +  (x  —  x0)  (x  —  x,)Rj-+-.  .  . 
-+-  (ar  —  x,) .  .  .  (x  —  xm_,  )  R™, 
ou 

n  =  m 

(e)  ^=yjtWH:. 

7.  Pour  montrer  l'identité  des  formules  (B)  et  (E),  il 
suf'flt  de  prouver  qu'on  a  généralement 

i  =  n 

a, 


(6i  a:=2. 


?'.(«.- 


On  arrive  sans  difficulté  en  employant  le  tour  de  rai- 
sonnement de  proche  en  proche.  Laissant  au  lecteur  le 
soin  de  vérifier  l'égalité  pour  les  rapports  du  premiei  el 


(  32  ) 
du  second  ordre,  je  me  bornerai  à  démontrer  que  si  la 
Joi  (6)  est  vraie  pour  les  rapports   du   nième  ordre,  elle 
subsiste  pourR'ô+l. 
Posons,  à  cet  effet, 

tyn  (x)  =  (x  —  xy)  (x  —  x2) .  .  .  (x  —  *„+,), 
d  où 

[x—  xB+l)ffn(x)  =  (x  —  x0)  tytt(x)  =  yn+l(x), 

et  en  divisant  x  — X, -,  puis  faisant  X  =  J", 

(  7  )  (•*<  —  **+l)  ?»  (*/)  =  (*i  —  *•)  +«  (*0  =  ?'«+.  (■*/)■ 

Or  on  a 


R"=2zîb 


71  ^^  ", 

R 


<P„l>«)  «**        4"»  (*«•) 


'  =o 


■  r„+,  —  jrn          ^d  x,l+l  —  .r„  l_i];„  (Xi)  ?„  (  JC«)  J 

'                                      »»  +  !  «0 

Xn+ ,  —  J»['f„(  X„+ 1  )  tf'„  ( .r0 )  J 

ou,  eu  égard  à  la  relation  (7), 


^■^  'rn+i  l^i)  L'r"-t-1  ~~ "  *"•  ,ri/-M  —  ^'a  J 


2 


",■ 


<?;M-t  (-^m-i)         ***  Çp',i-+-i  (x,-) 

1  =  0 

c'est  la  loi    (6)   appliquée  à  R^+1. 

8.  Remarquons,  pour  finir,  que  la  comparaison  des 
relations  (5)  et  (6')  explique  clairement  pourquoi  la 
somme  (3)  se  réduit  à  l'expression  (4)i  lorsqu'on  fait 
croître  la  ?ai  iable  par  degrés  égaux.  Elle  fournil  même  la 
démonstration  la  plus  logique,  sinon  la  plus  courte  (n°3), 
de  i  c  lemme. 
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APPLICATION  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE 

(voirl.  XVII,  p.  457); 

Par   M.   PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. 


CHAPITRE  II. 

INTERSECTION     d'uNE    DROITE    ET    d'uX    PLAN'    AVEC    UNE    SURFUIE 
DU    SECOND    ORDRE.     POINT    INTÉRIEUR. 

§  I.  —  Intersection  d'une  droite  avec  une  suif  ace  du 
second  ordre. 

28.   L'équation  de  la  surface  étant  toujours 

!«,,  x\  -+•  a2,  x]  -+-  aM  x\  4-  «41  x\  -+-  2«rl2 x{  x2  \ 
+  2rt,3  xK  x3  -4-  2a(|  x{  x,  -f-  2  <733  Xn  x3  \  =  o, 
-t-  2  au  x,  x<  -f-  i  a3i  x3  Xi  ) 

je  prendrai  les  équations  de  la  droite  sous  la  forme  géné- 
rale 

,  l  /»,  x,  -+-  m3  x2  -4-  m3  x3  ->-  mt  j-,  =  o, 

/    n,   .r,  -h  /?j   x?-h  ri;   Xj-Ï- nt   xt=o. 

Or,  si  l'on  pose 

(3)  A,,s=nrm!  —  nsmr,     d'où     Ar, .,  = —  A,,r; 

on  déduira  des  équations  (2) 

A,,  .r,  -+-  A ,3  x3  4-  A2,  .r,  =  o  ; 


(  A  n  x7  -4-  A  |3  r.,  -f-  A ,  ;  x4  =•  o 

En   éliminant   xt   et   .r?   entre   les    équations    (1)    et   (4) 
Arr.   de  M/jihcmni..  t.  XVIII.  (Janvier  i85qJ  3 


(  34  ) 
on  obtiendra  les  —  des  points  d  intersection  de  la   droite 
a\ee  la  surface 5  on  arrive  ainsi  à  l'équation 

(5)  M33  x\  4-  2 M,-,  x-j  x(  -4-  M44  x]  —  o, 

après  avoir  posé 

M  -,  =  «,,  A*3  -h  «22  AJ3-+-  tf33  A|,  —  2fln  AM  A, 

I—  2«,3  A;,  A23  —  2«23  A, 2  A,3; 
M„  =  «,,-A24  +  «22  A'4  -+-  «4S  A, ,  —  2«,2  A2,  A'(i 
—  2«,.  A2,  Aï4  —  2«24  A,2  Al4; 
J  M34  =  «,,  A23A2lH-«22A13Al4-f-A34  A, , —  «,,A23AU 
f  — «i2A24A,3 — «,3A2,  A2i — «14  A,,  A 

—  «23  A, 5  Al4  —  «24  A,..  A, . 

Or,  si  l'on  désigne  par  Y  le  déterminant 

|   «,,   «,,  a,,  «,s   /«,   //, 
«2,  a22  «23  fin   »'?  "1 

«31      «32     «33     «31      I»-      », 

".,  a('2  » r  au  m,  /1, 
m{  m 2  m3  m,  o  o 
/>/,    m  j    m.    m,     o     u 

où  ar  ,  =  as  r,  on  constate,  par  un  calcul  facile,  que 

rfV 

M33  =  +  7-  : 


(7 


MS4  =  - 

M4l  =  -h 


dV 
rfV 

(ta 


Par   suite,   l'équation  de  la  projection  sur  le  plan    rs ar4 
pourra  s  écrire 


(8) 


«■v    ,  fl\  rfV 

•je,  —  2  — —  .rt  xt  4- 
,la, 


;?  =  0, 


rffl<4      3  rfff4  (2a 

On  trouverait,  par  un  calcul  semblable,  poùi  les  équa- 


[  35  ) 
iion>  des  |)i  ojections  sur  les  deux  auti  es  plans  coordonnés 


rfV      .  d\  dY 

(9) 


O  .  ,      y-       y  ]       ______  j»  *  -     /*  • 


r.     —  2  — -  .r,  .r,  +  ——  x\  =  O. 

«a4<  <?«,.  da,, 

Avant  de  discuter  ces  équations,  je  signalerai  d'abord 
les  relations 


dX  dV   dV        (  dY\2 


da33dau  dn33  dau  \dai3 

d'Y  dV    dV  !  dY\2 

i  o  )  '   \       =  - i  } 

da^da,,,  da2i  duit  ydayi) 

d'Y  _  d\   dY  I  d\ 

da,,  dau  da,,  da,,  \dait 

d'Y 


da33  da,, 


(n-,  m,  —  n,  m. 


d'Y 

(il  ' —  =  (  «,  to,  —  n,  m3  f  ; 

da,,dan 

\        cPà 

=  («3  ni2  —  n    m 


da,,  da,. 


29.    Première    hypothèse.    - —  est  différent  de  zéro. 

La   condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (8) 
est  exprimée  par  l'inégalité 


dY 
da 


r  dY_  _  /'/V\  2 
3  dati        \dati) 


Si    l'on  admet  que   (/z,/?z, —  //,///,)    soii    différent  de 
zéro,  cette  inégalité  pourra  s'écrire 

(  //,  m,  —  n.  m,  )2  V  <  o  ; 


(  36  ) 

d'oui  on  tirera  les  conclusions  suivantes  : 

Il  n1v  a  pas  intersection,  si  \  ^>  o  ; 
Il  v  a  intersection,  si  V  <^  o  ; 

Il  V  a  tangeruc,  si  V  =  o  ; 

car  il  résulte  de  la  dernière  hypothèse  V  =  o  que  la  pro- 
jection, sur  les  trois  plans  coordonnés,  des  points  d'in- 
tersection delà  droite  avec  la  surface  se  réduit  à  \\\\j)oint 

unique. 

30.  Si  Ion  avait  [nA  tn.2 —  «2m,)  =  o,  l'étude  de  la 
projection  sur  le  plan  des  xt  a",  devrait  être  abandonnée,- 
la  droite  est,  en  effet,  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des 

Xt  X2   (4). 

Mais  les  équations  (o,)  vont  permettre  de  résoudre  la 
question.  Les  conditions  de  réalité  des  racines  seront 
exprimées,  pour  la  première,  par 

(«,  ni,  —  n3  /«,)■'  V  <;o  ; 

pour  la  seconde,  par 

(  n,  m,  —  n .  m ,  )2  V  <^  o. 

Or,  ou  ne  saurait  avoir  en  même  temps  (//,  ///2 —  nimi)  =  o 
ci  (//]  itiz  —  /?3  int)  =o;  car  alors  les  deux  plans  repré- 
sentés parles  équations  (2)  seraient  parallèles  et  ne  don- 
neraient plus  une  droite.  On  voit  encore,  dans  ce  cas, 
qu'il  y  aura  non-intersection,  intersection  ou  tangence^ 
suivant  que  ^  sera  positif,  négatif' ou  /////. 

31 .  On  pourrait  cependant  avoir  (///,  =  0  el  //,  =  o), 
auquel  cas  la  droite  serait  parallèle  à  l'axe  des  .r,  ;  la  se- 
conde «les  équations  (o)  donnera  alors  la  réponse  à  la 
question. 

Remarquons  d  abord  qu'où    ne  peut   j>as  supposer  en 


(  ''>7  ) 
même  temps 

m  .  11 ,  —  m%  n,  —  o  ; 

car  les  équations  (2)  seraient  incompatibles.  Partant  de 
là  on  se  trouve  encore  conduit  aux  conséquences  que  je 

viens  dénoncer. 

dV 
32.   Seconde  hypothèse.  - —  est  nul. 

(la  I  ; 

Nous  aurons  deux  cas  à  examiner. 

d'Y 

Premier  cas  : —  >.  o. 

da33  dau  ^ 

La  première    des    relations    (10)  donne,    dans   le   cas 

actuel, 

d'Y  /  d\ 


da3idaik  \da< 

d'Y 

et,  comme —  est  différent  de  zéro,  il  en  résulte  que 

da33  daH  x 

dV 
V  et-; —  sont  nuls  en  même  temps.  Si  V  est  différent  de 
dai3  x 

zéro,  il  sera  négatif  5  et  on  voit  alors  qu'il  y  a  intersection, 

mais  l'un  des  points  d'intersection  esta  l'infini. 

Si  l'on  a  V  =  o,  il  en  résultera  - —  =  o,  et  réeiproque- 


daà 

x  :] 

dV 


ment 5  les  —  des  points  d'intersection  sont  tous  deux  infi- 


nis, pourvu  que  - —  soit  différent  de  zéro.  Les  deux  der- 
^       da33 

nières  équations  (10)  donnent  dans  cette  hypothèse 

d\  dV 

— -  =  o,      —-  =  0; 

dni2  dau 

et  on  voit  alors,  (8)  et  (9),  que  la  droite  est  tangente  à 
V infini  ou  asymptotinue  à  la  surface. 

r  \t  <  1  •  <lv 

Lorsque,  V  étant  nul,  on  a  aussi  - —  =  o,  on   en  cou- 

daM 


(  38  ) 
<  lut  comme  précédemment 


r/V  _  r/V 

da ,  2  da ,  i 


Puis,  d'après  les  relations 

r/JV  dX    dX        /  dX 

\       daMda3,       da,,  da33        \da13 
I  i3 

I  d*V  dV   dV        { dV\* 


dauda33        dau  da33        \dn, 

on  conclut  encore 

r/V  _  r/V  _ 

dan  dal3 

Or,  le  déterminant  V  fournit  les  deux  équation: 

d\  dX  r/V  ,/v 

\     "i  ~. h   «a  3 h   «s  -} h    «4  -; =  0  , 

'         aati  aa7i  aa^  aai: 

i  dV  r/V  rlX  dV 

I    ///, (-  m, h  m3 h  mk  ——  =  o  , 

dai7  dan  "«32  daK, 

ijui .   en   avant   égard   aux  conséquences    déjà    établies, 

donnent 

dV 

—  =  o. 

<  >u  trouverai l  de  la  même  manière 

r/V 

Donc,  les  trois  équations  qui  déterminent  les  points  d' in- 
.  tion  de  la  droite  se  réduisenl  à  des  identités    i  est 
à-dire  que  la  droite  est  tout  entière  située  sut  la  surface 
\  insî 


(  *9  ) 

T  d  Y  (V-  V  . 

Lors(iue  - —  =  o^  et ; —  c-  o, 

««44  ««33     ««44 

Il  y  a  intersection,  si  V  <^  o  ; 

Il  y  a  tangence  a  l  infini,      si  V  =  o      et     — —  <  o  ; 


da, 

d\ 
da. 


dV 
Il  v  a  coïncidence,  si      Y  =  o      et     — —  =  o. 

33.    Deuxième  cas.    — ; —  =  A1,  =  o. 

da33  dau 

d-  V 

Iu.   Lorsque ; —  est  nul  sans  que  m,  et  nt  soient 

da33  dai4 

d2Y 

nuls, sera  nécessairement  différent  de  zéro;  car 

««23  dai% 

autrement  les  é(juations  (2)  seraient  incompatibles. 

Si  l'on  pose 

nu       «, 


on  en  déduit 

14  A.-  =  "aA1;. 

Introduisant  dans    les   équations  (6)  et    (7)  l'hypothèse 
A,2  =  o,  ayant  égard  à  la  relation  (i4)i  et  se  rappelant 

que  - —  est  nul,  on  conclut  d'abord 
1        da,, 

,   „  dV  dV 

(i5  -—  =  0,      — —  =  o. 

dai3  da33 

La  droite  étant  parallèle  au  plan  des  .ri  x2.  il  faut 
avoir  recours  aux  projections  sur  les  deux  autres  plans 
coordonnés:  les  équations  sont  alors 

rfV  d\  „. 

\    —  2  - —  x2  j4  -+  - —  X;  =  o, 

1              dan  da,. 
,l, 

dX  dX 

»    —  2  - —  '■,  .i\  -f-  - —  X;  =0 

ila  da{ 


(4o) 

Si  V  est  différent   de   zéro,    il   y  aura  intersection,  et  \ 
dans  ce  cas  est  encore  négatif  (10).  Y  étant  nul ,  les  équa- 

lions  (10)  donnent  - —  =  o,  - —  =  o,  c  est-a-dire  que  la 
;  da,2  daix  1 

droite  est  tangente  à  l'infini,  si  — —  est  différent  de  zéro. 

dV 
Supposons  — —  =  o  \  le  déterminant  V  fournit  les  équa- 
tions 


r/V 
\      '  dau 

-+- 

«2 

r/V               d\ 

h  n3  - h  n, 

da2{             da3l 

r/V 
do7=°' 

1        dY 

dfly- 

+ 

«1 

r/V              dV 

-, h  «a  "1 ^  "i 

dau             dai2 

r/V 

-—=  o; 
da„ 

or  on  a  déjà 

r/V 
daÂI 

= 

O 

r/V                   d\ 
dai2                da-xi 

=  o; 

on  a,  en  outre,  d'après  les  équations  (i3)  et  (i5), 

dV  _  dV 

dan  dan 

donc 

d\ 

da„ 

<  est-a-dire  que  la  droite  est  tout  entière  sur  la  surface. 
Ainsi 

r  dV  d'V  r/JV     . 

Lorsque  - —  =  o,  - —  ,—  =  o  et  - r —  <■  o;  aloi  - 

daH  dai3dalt  da^da^  ^ 

- —  =  o.  Et 

da3i 

U  y  a  intersection. 

Il  v  a  tangencc, 


Il  v  a  coïncidence 


si 

V<o: 

d\ 

si 

V  =  o 

cl 

da-a  ^ 

r/V 

si 

V  =  o 

et 

■  la ,. 

4' 


34.   II".   Supposons  (/«!  =  o,  /i,  ==o),  alors 


d'Y 


(TV 


d'Y 


o, 


da-,,  rttf. 


da3i  da^  dan  datl 

c'est-à-dire  que 

A,,  =  o,     A13  =  o,     A„  =  o. 

Introduisons  ces  hypothèses  dans  les  équations  (6),  il 
vient 

dY 
daH 
dY 
da33 
dY 
da,3 


(•7) 


—  <?ii  A2 3; 


On  A2j  A24. 


Ur  - —  =  o  ;  d  un  autre  cote,  A83  ne  peut  pas  être  nul  \ 
dati  L 

car  alors  les  équations  (2)  seraient  incompatibles  ;  on  a 

donc 

,Di  dY  dY 

(10)       «,,=;o;      par  suite     — — —  o,      - —  =  o. 

«"ij  ««33 

La  seconde  des  équations  (10)  donne,  en  outre, 

dY 

d^  =  °> 

et  l'on  vérifie  immédiatement  que 


dY 
da,-. 


o  rt,3  aH  o  o 

«ai  «33  «34  tn3  «3 

«41  «13  «M  '««  «4 

o  /«3  w4  o  o 

o  «3  nt  o  o 


Les  deux  premières  équations  des  projections  ne  sont 


i  4*  ) 
plus  aptes  à  décider  la  question;  c'est  qu'en  effet  la  droite 
est  alors  parallèle  à  Taxe  des  x.t.  Mais  il  reste  la  troisième 
équation 

dV  dV     , 

—  2  - —  .?:,  x,  -+-  -7—  .r    =  O  . 
dau  dau 

La  troisième  des  relations  (10) 

dV\* 


(19  V(m1ni—m3niy=  — 

v        dY     »  1 

nous  montre  crue  V  et  — —  s  annulent  en  même  temps  ;  et 

1  dau  l 

si  V  n'est  pas  nul,  il  est  nécessairement  négatif. 

Nous  serons  ainsi  conduits  aux  conséquences  suivantes  : 

(  dV  d'V  cPY 

Lorsque     — —  =  o, 
\  dau 


da33  dau  '  da-,t  dau 


dV  dV 

- —  =0,  -—  =0;  et 

dn  da  22 


Il  y  a  intersection,        si      V   est  différent  de  zéro  ; 

dV 
dau 
d\ 
da. 


dV  . 
Il  y  a  tangence,  si     V  =  o     et     -j—  ^  c 

dV 
Il  v  a  coïncidence,         si      V  =  O      et      — —  = 


35.  P.  Si^o, 


d  v 

da« 


Résumé. 

Il  y  a  non  intersection,      lorsque  V  ^>  o  ; 

Il  y  a  intersection,  lorsque  V  <^  o  ; 

Il  y  a  tangence,  lorsque  V  =  o. 

Il   .    01 =  O, 

daH 

Il  v  a  intersection,     lorsque     \      esl  différent  de  zéro. 

\     />'.   Dans  ce  cas,   V   est   toujours    négatif,   et    l'un   <l<s 

points  d'intersection  est  .1  l'infini. 

Si     V  =  o 


43  ) 


rremwr  cas .  — — ■ — -£o, 
da33  daKS 


dS 


Il  y  a  tangence  a  V infini,     lorsque     - —  ^o; 

<la 

dS 
Il  y  a  coïncidence,  lorsque     r=  o 

d2S  d  V      . 

Deuxième   cas.    =  o,  et  ; —  £  o. 

da33unu  daMdait 

dS 

II  v  a  tangence  a  l'infini,      lorsque      ^o; 

dati 

dV 
Il  v  a  coïncidence,  lorsque     — —  —  o. 

dan 

dS 
N.   B.   Dans  ce  cas  - —  est  nécessairement  nul. 
da33 

...         .,  cPS  d*\ 

I  roisieme  cas.  ■—   =  o,  et  - ; —  =  o, 

««33  ««4j  da2,  ««4i 

d  S 

Il  y  a  tangence  a  [infini,      lorsque      — — <°> 

dd\\ 

dS 

Il  v  a  coïncidence,  lorsque      =  o. 

dau 

dS        dS 

N.   B.    Dans  ce  cas  et  — —  sont  nuls. 

da3i         da  ,2 

36.    On  pourra  dire,  plus  simplement. 

Il  n  v  a  pas  intersection,      si      S  ^>  o  ; 
Il  5'  a  intersection,  si      V  <^  o  ; 

Il  y  a  tangence ,  si      V  =  o; 

pourvu    que.    dans    le    mol    tangence,    on    comprenne 
l'asymptotisme  et  la  coïncidence. 

Remarqi  E.    Lorsque  la  droite  est  tangente,  il  est  facile 
<l  obtenir  les  coordonnées  <lu  point  de  contact.  Si  1  on  si* 


(U  ) 

reporte,  en  effet,  aux  équations  (8)  et  (9),  et  qu'on  y  in- 
troduise l'hypothèse  Y  =  o,  on  trouve 

.      .  il  Y  dY  dV  dV 

(20)     x,=  - — 1      x2=z- — ;      .r,  =  - — ,       x,=- 

dau  dn,,  dui3  day, 

dY 
On  voit  que,  lorsque  - —  est  nul,  le  point  de  contact 

est  à  l'infini. 

La  suite  prochainement. 


NOTE  DE  M.  LEBESGUE. 


Trouver  un  triangle  dont,  les  côtés  et  la  surface  for- 
ment une  éq  indifférence  en  nombres  rationnels  x,  x-hy, 
x  -h  2y,  x-h  3y. 

La  question  admet-elle  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers? 

L'équation  du  problème  est 


3  /3(-r+j)  (x+  3j)  fx+y\    (x  —  y\ 


_  *  -+-  y 
ou  b 


—  —r—  s/3{x  +  3j)  [x—x)t 


4  =  <*+,)  •/!(£=£>. 

V     x  -+■  iy 
Posant  y  =  JC2, 


4  =  x  (1  + 


v/$ 


3  s 


(  45  ) 

Soit 

3(i-=)  =/>' 
ï  +  3z        <r 

(/?,  ^  étant  premiers  entre  eux),  il  vient 

r  _  67  /  /;-  +  <f  \  £0  (3r  —/> 

"    P    \/»'  +  3<77  '  P    \/^+3r/! 

Comme 

4  7  *W 

on  en  déduit  facilement  que  la  seule  solution  en  nombres 
entiers  est  donnée  par  p  =■  (/—  1 ,  d'où  x  =  3  ,  j"  =  1  • 
Cette  solution  a  été  donnée  t.  XVII,  p.  3p5. 


QUESTIONS. 

(Commi.mqlf.es  par  M.  Yansson) 


459.  Aux  deux  extrémités  d'une  droite  AB  on  élève 
deux  perpendiculaires  AC,  BD  de  longueurs  données; 
puis  on  insère  entre  AC ,  BD  un  certain  nombre  p  —  1 
de  moyennes  géométriques,  et  on  les  dispose  entre  AC 
et  BD  parallèlement  à  ces  deux  lignes  et  à  égale  distance 
les  unes  des  autres  :  en  unissant  par  des  droites  les  extrémi- 
tés m,  m\  m"  y  etc.,  de  ces  parallèles,  il  en  résulte  un  po- 
lygone AC  mm' m"...  DB,  qui  devient  (à  la  limite  /;  =  oc  ) 
un  trapèze  curviligne  :  trouver  la  surface  de  ce  trapèze. 

460.  On  donne  un  triangle  ABC,  et  deux  points  X,  Y 
en  ligne  droite  avec  le  sommet  A;  on  joint  les  points 
X  ,  V  avec  un  point  quelconque  O  de  BC  par  les  droites 
OX,  OY  qui  coupent  AB,  AC  en  des  points  M  ,  N  :  dé- 
montrer que  la  droite  MN  passe  par  un  point  fixe  quel 
que  soit  le  point  O. 


(  46  ) 
461 .  Démontrer  que  la  série 
i  i 


+  o    ,    , ; ;  -+-  •  • 


1  .  2 .  3 ...  n        i   3  . 4  •  •  •  [n  -M  )        3  . 4  .  5 .  .  .  (n  -{-%) 


i 


est  convergente  et  a  pour  limite r 

1  (n  —  i)  i  .2.3. . .  [n  —  i 

Ce  qui  donne  la  formule 


;i— 1  •> 


A„       A„  A„  [«  —  i)  A„_| 

en   désignant  par  A"+l  le  nombre  des  arrangements  de 

(  n  -f-  i)  lettres  /?  à  //. 


PROPRIETES   FOCALES  DES  SURFACES  Ml  DEUXIEME   ORDRE 
D'APRÈS  M.  HELLEMIANN  (*) 

iir  t.  XV 1 1 ,  p    842   , 
Par   M.    DEWULF. 


Je  conserve  la  notation  de  M.  Helleimann. 

Par  tout  point  d'un  ellipsoïde  passent  deux  lignes  de 
courbure  et  deux  plans  osculateurs  à  ees  lignes.  Les  deux 
lignes  de  courbure  sont  déterminées  par  les  deux  hyper- 
boloïdes  homo focaux  à  l'ellipsoïde  qui  passent  par  le  point 
considéré,  et  les  plans  osculateurs  aux  lignes  de  cour- 
bure sont  les  plans  tangents  aux  bryperboloïdes. 

Soient  donc 

(0  7>  +  T>+?=1 

l'équation  de  l'ellipsoïde  donné,  (  >  ,    i,  ",)  un  point    M 
de  tciic  surface. 

es  admirables  propriétés  appartiennent  à  M.   Va) son  ,  professeui 

le  Faculté  à  Gr< ble;  il  les   a   énoncées  et  démontrées  dans  une  thèse 

remarquable  soutenue  à  Paris  en  1 855  ;  nous  y  reviendrons, 


(  47  ) 
En  remplaçant  dans  l'équation  (i)  «%  &2,  c5  par  ar — /r, 
Z>*  —  /*%  c8  —  /*%  u  ayant  la  valeur  de  l'une  des  deux  ra- 
cines de  l'équation 

«'  —  u2        b2  —  u2        c2  —  u-        a2         bl        c2 

nous  aurons  les  équations  des  deux  hyperboloïdes  homo- 
focaux  qui  passent  par  le  point  M.  Désignons  ces  deux 
racines  par  uf}  et  u\. 

Dans  les  équations  des  plans  tangents  à  ces  deux  hy- 
perboloïdes au  point  M,  faisons  y  =  o  et  z  =  o,  et  dési- 
gnons les  dislances  OP  et  OQ  par  a  et  (3  5  nous  aurons 


d'où 


Développons  en  simplifiant  l'équation  (2) 

u*  — (a2 -+•  6'-+-c2  —  xs—  j2—  z2)  z/2  -f-  ((?2i3-|-r/Jc--H  b2 c2 

—  {b2->rc2)  x1  I 

—  {a2-hc2)r2  !~ 
-(a*-hb2)z2               ; 

Tirant  de  là  11%  -+-«?  et  «^  wj  et  substituant  dans  l'é- 
quation (3),  il  vient,  après  simplification, 

(a2  —  b2)  (n2  —  c-\ 
aP=  ï 

Désignons  par  c.x  et  jjt ,  cc2  et  (38  les  longueurs  qui  corres- 
pondent à  a  et  (S  sur  les  axes  des  y  et  des  z  ,  nous  trou- 
verons, par  de  simples  changements  de  lettres, 

[a2—  b2){b2  -  c2) 


(  48  ) 

el 

(a'1  —  b1)  (a-  —  r- 


Le  produit  a  (5  est  indépendant  de  xyz  \  donc  les  points 
P  et  Q  marquent  sur  Taxe  a  des  divisions  en  involution 
dont  O  est  le  point  central.  Les  points  doubles  de  ces 
deux  séries  sont  réels  et  sont  situés  de  part  et  d'autre  du 

,  ,     j.               ^(«,—  à1)  (a2—  e»)     -, 
centre  a  la  distance  ■- -•  Un  sait   que  ces 

a  * 

points  doubles  divisent  harmoniquement  les  segments  dé- 
terminés par  deux  points  correspondants. 

aj ,  (3j  étant  négatif,  les  points  doubles  sont  imagi- 
naires sur  l'axe  moyen  b\  ils  sont  réels  sur  le  petit  axe  c. 

Si  par  les  points  F  et  F'  et  par  l'intersection  de  deux 
plans  oscillateurs  on  mène  deux  plans,  les  angles  qu'ils 
forment  entre  eux  sont  partagés  en  parties  égales  par 
les  plans  oscillateurs. 

Cela  résulte  de  la  théorie  des  faisceaux  en  involution. 
Dans  un  faisceau  de  plans  en  involution  ,  il  n'existe  que 
deux  plans  correspondants  rectangulaires,  et  ces  plans 
sont  les  plans  bissecteurs  des  angles  des  plans  doubles. 

Les  normales  à  la  surface  menées  par  les  ombilics 
coupent  évidemment  le  grand  axe  aux  points  F  et  F'. 

Les  coordonnées  des  ombilics  sont 


A/1  —  b'  ,  lbl  —  c 

a  t  / ■>       r=o,      z  =±  c  i/ 

y  a1  —  c"         J  V  "'  — r 


et  le  rayon  des  sphères  focales  est 

bc 


R  = 


I    >9  ) 
THÉORÈMES  DU  CASIER  ET  DU  TREILLIS. 


Théorème.  Soient  A,,  A2,  A3  trois  groupes  de  plans 
formés  chacun  de  n  plans;  leurs  intersections  donnent 
lieu  à  des  cases  ayant  rc3  sommets  par  lesquels  passent  une 
infinité  de  surfaces  d'ordre  «;  chacune  jouit  de  cette  pro- 
priété. Désignant  par  pi9  p.2,  p3  les  produits  respectifs 
des  n  distances  d'un  point  de  la  surface  aux  plans  A, ,  A», 
A3  ;  on  a  la  relation  linéaire 

*i/>i  4-  h'pi  +  ~>.p%  =  o; 

les  \  sont  des  constantes. 

Démonstration.  La  même  que  pour  le  théorème 
(t.  XVII,  p.  44ï)i  qu'on  peut  nommer  théorème  du 
treillis ,  dénomination  que  M.  Poncelet  m'a  indiquée. 


\PPLICAT10N  DE  LÀ  NOUYELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE 

roir  p    3 

Par   M.   PAIN  VIN, 

Docteur  es  Sciences. 

^  II.  —  Conditions  pour  quun  point  soit  intérieur  à  une 
surface  du  second  ordre. 

37.  Je  dirai  qu'un  point  est  intérieur  à  une  surface 
du  second  ordre  lorsque  de  ce  point  on  ne  peut  mener 
aucune  tangente  à  la  surface  (*). 

(*)  Ainsi  dans  l'hyperboloïde  a  une  nappe,  il  n'existe  pas  de  points  in- 
térieurs.    Tm. 

Ânn.  de  Mathcin.it. A    X\  111.  ,  Février  i8">|)  4 


(  5o  ) 
Soient    —5  —  j  —  les  coordonnées  d'un  point  fixe,  et 


(0 


m,  r,  -+-  m,  x2  -+-  m3  x~  ■+-  w4  x^  =  o , 
/?,  jc.  H-  «2  ^2  H-   ^3  **3  -h   «(  ^  =  O 


les  équations  d'une  droite  quelconque;  on  exprimera  que 
cette  droite  passe  par  le  point  donné ,  en  écrivant  les  équa- 
tions 

j  />?,  a,  -+-  />/..  a.,  H-  m3  a3  -1-  m4  a4  =  o , 

(*■) 

!    «i«i+  «j  a2  +   "3  «3  +  «(*i  =  o. 

Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent  que  si 
une  droite  était  tangente,  le  déterminant  V  est  nul.  et 
réciproquement  (n°  35). 

..  .  ,  i         .       *i     a?    a. 

JNous  exprimerons  donc  que  le  point  —■,—■>—  est  mte- 

a1         ai         a4 

rieur,  en  écrivant  les  conditions  pour  qu'il  n'y  ait  aucune 
valeur  des  /;/, ,  «,  qui  puisse  annuler  le  déterminant 


(3) 


«Il 

«15 

«13 

«H 

m, 

n, 

«ïl 

«-2 

«23 

«34 

III  ; 

ii 

«31 

«3i 

«33 

«34 

m  3 

«3 

«41 

«12 

«13 

«4« 

m, 

//, 

m, 

»lj 

"h 

III , 

0 

o 

«i 

», 

II 

n. 

o 

o 

",,, 


«4  r  , 


et  en  ayant  égard  toutefois  aux  relations  (2). 

Désignons  par  <p  le  premier  membre  de  l'équation  de 
la  surface,  par  Xj ,  X8 ,  X3 ,  X4  ses  demi-dérivées  par 
rapport  aux  variables  .r, ,  x, ,  J'3 ,  .r,:  puis.  para>0,  A,, 
A8 .  A3 ,  Av  ces  mêmes  expressions  dans  Lesquelles  on  aura 
1  ci  11  placé x, .  .r, .  Xi ,  .r,  respectivement  para, ,  at,ert,  2,  ; 


on  aura  les  identités 

/    A|  =  fln«,+  «,2  «s  -+■  «l3  Kj  -f-  «|;  >., 

=  «h  »i  +  «n  '-«2  -+■  «31  *3  +  «j,  a,  ; 
A3  =  a2l  a,  +  a. 3  a2  -h  rtJ3  a3  H-  a24  -/, 
=  «12  ».  +  «22  a2  +  a32  a3  -f-  as,  a,  ; 
4  )  (   A3  =  rt3,  a,  +  rt32  x2  +  <733  a3  -+-  a3i  a4 

=  ff|S«l    +    «23   Dtj    "+-    «33  «3   +    «43  «S    î 
A(    =   <7(,    Kj    "+-   «12*2   H-    «43    =«3   H"   «li    «4 

=  «u  a,  +  a,-  y.2  -1-  fl3,  a3  H-  oiS  a,  ; 

y0  =  «|A|  +  a,  A,  -h  k3  A:!  -f-  y.,  As. 

38.  Maintenant  niultiplions  la  quatrième  ligne  du  dé- 
terminant V  par  rz4,  et  ajoutons-y  les  trois  premières 
multipliées  respectivement  par  a, ,  a2 ,  a,,  il  viendra,  en 
ayant  égard  aux  relations  (2)  et  (4)i 


(5) 


a,V  = 


«Il 

«12 

« 

«H 

;«, 

« 

«21 

«22 

«23 

«2i 

w. 

« 

«31 

«32 

«33 

«    , 

n,î 

« 

A, 

A2 

A3 

A, 

0 

0 

m, 

m , 

m, 

«4 

0 

0 

«1 

«2 

«3 

«, 

0 

0 

Puis  multiplions  la  quatrième  colonne  de  ce  dernier  dé- 
terminant par  a;  et  ajoutons-y  les  trois  premières  respec- 
tivement multipliées  par  a, ,  a2 ,  a3 ,  on  obtiendra  défini- 
tivement 


° 


v  = 


«1, 

«12 

«13 

A, 

«1 

«1 

«,, 

«JJ 

«23 

A, 

m  2 

»i 

«31 

«32 

«33 

A3 

m3 

«.. 

A, 

A, 

Ar, 

fi 

0 

0 

Ht, 

III . 

ni 

0 

0 

0 

«1 

n 

// 

0 

0 

0 

I- 


|    5a  ) 
En  développant   le  second  membre  de   1  identité  (6). 
après  avoir  posé 


r, 

=  «2 

'"3  " 

—     «  :    W2  J 

(7) 

1 

'»i  - 

-  n,  m3 , 

m .  - 

—  n,  m, , 

Bu 

a{. 

«13        A, 

(8) 

R  = 

«ïl 

«31 

A, 

«3  2 

A, 

a,       A.. 

«33      A3 
A        op„ 

on  trouvera 

1  a]V= 

d-  R 

rf«2J  </<7        ' 

d-R          ,            r/'R 

rf«33 

(•/r/,,  "             r/«,,  f/r/ .. 

9 

1 

I 

r/^R 

</-R 

rfflî2   rfrt. 

1      - 

d:R 

"  J. 

r*< 

On  voit,  d'après  les  équations  (7),  que  si  Von  peut 
déterminer  pour  yt,  j-2,  j^s  des  valeurs  qui  ne  soienl 
pas  nulles  toutes  trois  et  qui  annulent  le  second  membre 
de  L'équation  (9),  il  en  résultera  toujours  pour  les  ///, -, 
'/•  une  infinité  de  valeurs  qui  rendront  la  droite  (1)  tan- 
gente à  la  surface. 

39.  Avant  de  discuter  l'équation  (9),  je  vais  indiquer 
plusieurs  relations  d'identité,  dont  la  vérification  esl  fa- 
cile, et  qui  peuvent  s'obtenir  immédiatement  en  appli- 
quant aux  dérivées  partielles  du  déterminant  lî  la  for- 
mule générale  déjà  citée 


(10 


P 


d  v 

du    du 


dV 
dâ. 


r/P 

du,   . 


rfP     t/P 


(  53  ) 
«t  en  ayant  égard  à  l'identité 
.     .  rf2P  d   P 


dars  dan  lf  darSi  dar%  s 

(Brioschi,  Théorie  des  Déterminants ,  p.  10). 
Ces  relations  sont  1rs  suivantes  : 

dR  d'R  d'R  /      d2R 


12 


da33        da33  dau  da33  daT,        \da3?dat 

dR  _        d'R  d'R  I     d2R 

daT2        da22dau   da22da33         \da22da , 

dR  _         d>R  d*R  /     r/2R 

'    dau        dalt  da12  dan  da33         \daH  dar. 

dR  d2R  d'R  d*R  d'R 

(D0 =: \-  ■ ■ , 

da23        da23daxx  da33  da22        da21daX3  da33dan 

dR  d'R  d*R  d2R         d'R 

Ci>o  ■  '         — — (— i 

daX3       dal3  da22  da33daxi        daxxda23  da33da,2 

dR  d'R  d'R  rf'R  rf'R 

\        da{2        daX2dai3  da22daxx        da22dai3  dau  da13 

Première  hypothèse. ; —  est  différent  de  zéro. 

da21  da33  M 

40.  L'équation  (9)  pourra  s'écrire  de  la  manière  sui- 
vante, en  formant  le  carré  par  rapport  à  la  variable^  , 

«:v-ii*-  =  T'  + \-£*-  — -  -  (~^~ VI  ri 

da22da 33  [da33da23  da33  dan        \da3^daX2)  J 

+  r d2R    <PR  _  (  d*R  vy 

\_da  33  da22  danda22        \da22dal3J  J 

,  f     d'R         d'R  d'R  d'R     1 

\_da22da33  dquda23        da22dal3  da33dat2  j 

où 

d7R  d2R  d-R 


r  1 ,       ,     Xi ; , —  7a  > 


da22da33"  '       da33dan  da    da 


(  54  ) 
et  si  1  on  a  égard  aux  relations  (12),  elle  prendra  la  forme 
définitive 


y    rf,R 


(i3) 


««22  da~i 


,  dR       ,  «"R  dR 


;4 


Nous  distinguerons  alors  plusieurs  cas. 

41.   Premier  cas.  - —  est  différent  de  zéro. 
daZi  M 

Il  viendra,  en  formant  le  carré  par  rapport  à  j"2, 


d 


,_     «*2R  V2  ^R  __  dait  . 

da^da^  da-,,  dR 


R    r/R  /rfR  y 

a22  of«33        \daaJ 


da. 


après  avoir  pose 


dR  _        «-R  rfR 

-r—  Y>  =  -7 —  ri  —  -j—  Ti 


Enfin,  si  l'on  a  égard  à  l'identité 

d'R  dR   dR         /dR.  \ 

dn:,daXK        dan  dai3        \daK  ' 


l'équation  précédente  s'écrira 


H      '',R 


d2  R  ,  d  R  «*«.„  «Vï-u 

Or,  pour  que  le  second  membre  de  cette  équation  ne 
puisse  pas  s'annuler,  il  faut  et  il  suflit  que  tous  les 
termes  soient  positifs,  puisque  l«'  premier  est  essentielle- 
ment  positif;  En  effet,  il  ne  pourrait  alors  devenir  nul 


(  5,5) 
que  pour  yt  =  y^  =  y3  =  o,  ce  qu'on  ne  saurait  admet- 
lie  ,  car,  dans  ce  cas  ,  les  équations  (i)  et  (2)  seraient  in- 
compatibles; et  l'on  sait  qu'il  passe  toujours  une  droite 
par  un  point  donné. 

Donc,  pour  que  le  point  soit  intérieur  lorsque 

d-R     .  dR  . 

■<■  o      et      — —  <■  o . 


dan  dai3  <  da3i  < 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  : 

dR  ^ 

2».  R  >  o-. 

aciî?  aai3 

42.  Second  cas.   -r—  est  nul. 
dai3 

L'équation  (i3)  donne  alors 


ou ,  en  ordonnant  par  rapport  à  yx 


3 1 


da22 

Ici 

dR        _.  dR  dR 

dar>  da,2  da-a 

On  voit  que  le  second  membre  de  l'équation  (16)  con- 

.      ,  ,      .c  dR 

tiendra  toujours  un  terme  negatit ,  tant  que  — —  ne  sera 

pas  nul,  et,  par  suite,  il  sera  toujours  possible  de  Tan- 
nu  1er. 


(  56) 

Soi  L 

dR 

-—  =  o; 

«a» 

7T> 

la  relation  (iA)  nous  montre  que  R  et  — —  sont  nuls  en 

««23 

même   temps,  puisqu  on  a  suppose  - — - —  dînèrent  de 

Cl Cl 22  ClCl^Z 

zéro.  L'équation  (16)  se  réduit  alors  à 

Le  point  sera  intérieur  si ,  — —  n  étant  pas  nul ,  le  pro- 

dR  .  .c     .  dR    ,    .         .  .    ,  . 

duit  ©0  -j —  est  positii-,  si  - —  était  nul,  on  pourrait  evi- 

ClCt  22  Cl  Ct  22 

demment  annuler  le  second  membre  de  l'équation  (17). 
Donc,  pour  que  le  point  soit  intérieur  lorsque 

d'R     . 
-<-o 


da-i2da33 

et 

dR 

-——o, 

dav 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  : 

i°.  R  =  o, 

dR  . 
2°.  f„  — —  >  o. 

rt«2, 

^2R  ^/'R 

SECONDE    HYPOTHESE. ; eSt   tllll  L't ; — 

<landa3i  daltdal} 

est  différent  de  zero. 

'"•!     L'équation   (j_>)  donne,  en   formant   !<•  carré  paj 


(  ^>7  ) 
rapport  à  y* , 

a»y     'PR     =  Y' 

4      datlda33 


_  f  rf,R  y,,.  +  "  rf,R    -/2R  _  t*1*  y | r. 

\da33danJ      '  datlda33  dau  dari        \da22da3iJ 

d'R  d*R  rf'R  tf'R     H 

|_r/fl,|f/«33  dandal3        da33davl  dandal3\ 

OÙ 

.g.  _     f/2R  rf»R  f/2R 

d<iu  da33     '        da33dan  d<inda23 

et ,  en  ayant  égard  anx  relations  (12  ) , 

</2R 

<-/an  tf«r„ 
(18) 

A/R       »  rfR  '/R      ,\ 

Or,  de  la  première  des  identités  (12),  il  résulte  que  <p0  ■; — 

est  négatif;  par  conséquent,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion  (18)  renfermera  toujours  un  carré  précédé  du  signe 
moins;  et,  par  suite,  ce  second  membre  pourra  toujours 

s  annuler  tant  que ne  sera  pas  nul. 

1       dai3 

Soit  donc 

dR. 

da33 

d'où  il  suit  (n°  42) 

d'R 


da33  daV2 
et  réciproquement;  l'équation  (18)  devient 


(  58 
ou  bien  encore 


•    ,    Vu   1= 


dau 

On  voit  que  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 

.      ,  ,      .c  dR 

lion  contiendra  toujours  un  terme  négatif  tant  que   - — 

ne  sera  pas  nul,  et  dès  lors  on  pourra  l'annuler. 
Soit 

dR 

cette  hypothèse  jointe  à 

-7—  =  0, 

(1(1 

et  introduite  dans  la  formule 

rf'R  dR    dR         [dR 


(20)  R 

danda33        dan   da33         \da{J 

donne 

(21)  R  =  o; 

et  l'équation  (19)  se  réduit  à 

dauda.  dan 

,  ...  .     dR      .  ,  .     . 

Le  point  sera  intérieur  si,  - —  11  étant  pas  nul,  le  pro- 
fita,, L  r 

,    •  dR  .   ...      .  dR     ,     .  .  ... 

duit  90  —, —  est  positit:  si  - —  était  nul,  on  pourrait  evi- 
dau  l  dau  r 

déminent  annuler  le  second  membre  de  l'équation  (22)1 

Donc,  pour  que  le  point  soit  intérieur  lorsque 

d  R  d    \\ 

=  0      -  1 


da  dau  da 


&9 


il  faut  et  il  suffit  que 


(PR 


dR  _ 

C^33 

R=o, 

dR 
dau 

Troisième  hypothèse 
d7R  d'R 


da-,-,  da. 


da,,  do. 


dan  da2. 


diffèrent  de  zéro. 


43.  L'équation  (9)  donne,  en  ordonnant  par  rapport 

à  y%, 


>3) 


x]  V 


d'R 


dan  dan 


=  TÎ 


d'R 


y\ 


après  avoir 


Lpr 


2ji  y -i 


pose 


dan  da , 
f/-R 


dan  da22  dai3  da 


(  d2R  Yrl 

\dauda,J 
R  d'R  d-R      I 

dar,        dri2>dal3  dau  rf«23J 


r/=R  rfaR 


r/-R 


dandaK  da2Jda[3  dai{dan 

Or  les  relations  (12)  conduisent  à 


J< 


> 


r/R 

dalx 

dR 

da,. 


d'R    y 

<7^22  dari  J 

d'R    \\ 

dau  da2î  j 


dR  dR 

ce  qui  montre  que  cp„  -; —  et  %  —, —  sont  negatils. 
'       '    dan        '    dau 


(  6o  ) 

On  voit,  d'un  autre  côté,  qu  il  sera  toujours  possible 
d'annuler  le  second  membre  de  l'équation  (23). 

Ainsi,  dans  cette  dernière  hypothèse,  le  point  ne  sau- 
rait être  intérieur. 

Résumé. 


44.   Si  —  5  —  ■>  —  »  sont  les  coordonnées  d'un  point,  et  si 

«4        «4        «4 

les  quantités  At ,  A2,  A3,  A4,  <p0  et  R  sont  définies  par 

les  équations  (4)  et  (8), 

Pour  que  ce  point  soit  intérieur,    il   faut  et  il   suffit 

que  : 

e/R 
1°.    Si  - — ^  o,  on  ait  (en  même  temps) 

dR  ^ 

d'-  R 

da  r,  du 

11°.  Si  - —  =  o,  il  faut  qu'on  ait 

"«33 

d'abord  R  =  o, 

V°7îaZ>°>      " 


(l 

R 

>o 

(1(1  ; 

da. 

<u' 

d' 

R 

=  o. 

>o,      si 
««,,  da     <la 

Lorsque  <p0  est  nul,  le  point  est  sur  la  surface;  dans 
toutes  les  autres  circonstances,  le  point  sera  extérieur. 

lu  suite  prochainement. 


(  (il  ) 

THÉORÈMES  DIVERS 
ET  PROBLÈMES  SIR  LES  COIRBES  PLANES 

(voir  t.  XVII,  p.   W3   ; 

Par  M.   J.   STEIPŒR. 


13.  Théorème  X.  p  est  un  point  dans  le  plan  d'un 
triangle  ABC.  On  petit  circonscrire  au  triangle  une  co- 
nique P2,  et  y  inscrire  une  conique  Y],  qui  aient  chacune 
pour  centre  le  point  p.  Les  deux  coniques  sont  toujours 
de  même  espèce,  deux  ellipses,  deux  hyperboles  ou  deux 
paraboles.  Si  dans  les  deux  coniques  les  produits  des 
axes  sont  égaux,  le  lieu  du  point  p  est  formé  de  deux 
courbes  du  troisième  ordre,  savoir  : 

i°.  P3  :  les  trois  asymptotes  passent  par  le  centre  de 
gravité  du  triangle  ABC  et  sont  des  tangentes  d'inflexion, 
et  parallèles  aux  côtés  du  triangle.  Les  trois  branches 
hyperboliques  de  la  courbe  P3  sont  dans  les  espaces  exté- 
rieurs au  triangle  et  touchent  ses  côtés  au  milieu;  P3  est 
le  lieu  des  centres  des  hyperboles. 

2°.  P'  :  cette  courbe  est  formée  de  deux  parties;  l'une 
fermée,  ovale,  et  l'autre  consiste  en  trois  branches  hyper- 
boliques; l'ovale  est  dans  l'intérieur  du  triangle  et  touche 
ses  côtés  au  milieu,  et  à  chaque  point  de  cet  ovale  cor-^ 
respondent  des  hvperboles  ;  les  trois  branches  infinies  ont 
pour  asymptotes  les  côtés  du  triangle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  parallèlement  à  ses  côtés,  et  sont  situées 
dans  les  angles  de  ce  triangle;  chaque  point  de  ces  bran- 
ches correspond  à  des  ellipses;  l'ovale  est  dans  l'intérieur 
de  l'ellipse,  qui  louche  aussi  les  trois  côtés  des  triangles 
;nix  milieux  A'.  IV.  (  /. 


(  60 
Les   trois  segments  de  l'ovale,   au-dessus   des   cordes 
A'  B',  B'  C,  C  A',  sont  équivalents ,  de  même  que  les  seg- 
ments de  l'ellipse. 

14.  Problèmes.    Quelle  est  Faire  de  V ovale? 

15.  Quel  est  le  lieu  du  point  p,  lorsque  les  deux  co- 
niques doivent  être  semblables?  Le  lieu  est-il  forme 
d'une  ligne  du  quatrième  ordre  et  de  quatre  droites? 

16.  Théorème.  XI.  Soient  un  triangle  ABC  avec  une 
conique  P?  circonscrite  et  une  conique  inscrite  P*,  et 
ayant  même  centre  p,  il  y  aura  une  infinité  d'autres 
triangles  inscrits  et  circonscrits  simultanément  (Pon- 
celet)  5  soit  At  Bt  Q  un  quelconque  de  ces  triangles,  m  le 
centre  d'un  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  et  r  le  rayon; 
XfP,  y  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  commun  p 
aux  trois  cotés  du  triangle  A„  B,  C,  ;  a,  b  les  demi-axes 
de  P2,  et  a',  b'  les  demi-axes  de  Pj,  on  a  la  relation 

ir  a|$y  =  ab  a'  b' . 

A',  B',  C  étant  les  milieux  des  côtés.  Soient  a',  j5',  y' 
les  distances  de  p  aux  côtés  du  triangle  A'B'C,  on  a  la 
relation 


17.   Si 

alors 


4ra'pV  =  a!*b'3. 
fi  —  b  =  r. 


2<zp7  =  a,  /;,  (a, ±6,); 

de  là  ce  théorème  : 

Théorème  XII.  *S7  du  centre  p  d'une  ellipse  on  décrit 
un  cercle  d'un  rayon  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  deux  demi-axes,  on  peut  inscrire  une  infinité  de 
triangles  dans  le  cercle  et  circonscrits  à  Vellipse. 


(03  ) 
Observation .    Steiner  considère   ensuite   le  cas  où  l< 
cercle  est  inscrit  et  L'ellipse  circonscrite. 

18.  Théorème  XIII.  Le  lieu  des  centres  des  coniques 
semblables  circonscrites  à  un  triangle  donné  est  une 
ligne  du  quatrième  degré  ayant  les  milieux  des  côtés 
pour  points  doubles  ;  l'enveloppe  de  ces  coniques  est 
encore  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  les  som- 
mets du  triangle  pour  points  doubles  et  n'a  que  quatre 
tangentes  doubles. 

Il  n'y  a  pas  deux  coniques  homothètes. 
Quel  est  le  lieu  des  foyers?  Quelle  est  l'enveloppe  des 
axes  des  coniques? 

19.  Théorème  XIV.  Les  lieux  des  centres  des  coni- 
ques semblables  inscrites  à  un  triangle  est  une  ligne  du 
quatrième  ordre;  si  les  coniques  sont  des  ellipses,  la 
courbe  lieu  des  centres  est  formée  de  quatre  brandies 
ovales.  Si  les  coniques  sont  des  paraboles,  la  courbe  se 
réduit  à  quatre  droites  dont  V une  est  située  à  l'infini, 
et  les  trois  droites  passent  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  donné. 

Quelle  est  l'enveloppe  de  ces  courbes?  le  lieu  des 
foyers?  l'enveloppe  des  axes? 

En  général,  on  peut  inscrire  dans  un  triangle  quatre 
coniques  semblables  à  une  conique  donnée  et  homothètes 
avec  cette  conique;  ainsi  toutes  les  coniques  inscrites 
peuvent  se  partager  en  groupes  chacun  de  quatre  coniques 
homothètes.  Si  ce  sont  des  ellipses,  alors  les  quatre  cen- 
tres dans  un  groupe  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère 
complet  dont  les  trois  couples  de  côtés  opposés  passent 
par  les  sommets  du  triangle. 

Le  produit  des  demi-axes  de  ces  quatre  ellipses  est  le 
même  pour  tous  les  groupes  et  égal  à  la  quatrième  puis- 
sance de  1-aiie  du  triangle  donné. 
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Ces  quatre  ellipses  touchent  chaque  côté  en  quatre 
points  a',  Z>',  c'.  d',  dont  deux  &',  c'  sont  entre  A  et  B;  a 
de  l'autre  côté  de  A  et  d'  de  l'autre  côté  de  B  ;  et  l'on  a 

A  a'  =  Bd',      Ad'  =  Ba',      Ab'—.Bc',      Ac'  =  Bb'. 

Désignant  ces  quatre  distances  par  a0 ,  b0  ,  c0 ,  r/0  ^  et  les 
distances  des  quatre  centres  au  côté  AB  par  et  ,  es,e8,et, 
on  a 

«o  6Ll  c„  d0  e,  e2  e3  e4  =  A1, 

A  est  l'aire  du  triangle. 

Si  l'on  circonscrit  au  triangle  quatre  ellipses  avant  res- 
pectivement même  centre  que  les  quatre  ellipses  homo- 
thètes  inscrites  ,  le  produit  des  demi-axes  des  quatre  el- 
lipses circonscrites  divisé  par  le  produit  des  demi -axes 
des  ellipses  inscrites  donne  un  quotient  constant. 

Mêmes  propositions  pour  l'hyperbole. 


RECTIFICATION 

Dans  la  rédaction  de  la  solution  géométrique  de  la  question  2îM) 

oir  I.  XVII,  p.    .' 

Par   M     DR  JONQITIKRES. 


Ligne  8  en  remontant .  il  faut  lire  : 

Les  quatre  premier-  sont  les  points  P  ei  les  quatre 
autres  sont  les  points  P'qni  répondent  à  l'énoncé  généra] 
du  problème,  lequel  semble  ainsi  admettre  quatre  solu- 
tions. 

Mais  les  quatre  points  d'intersection,  etc.  [Il  faut 
intercaler  ici  tout  le  dernier  paragraphe  de  l'article, 
page  j<> 'î.  depuis  In  ligne  -  jusqu'à  la  ligne  ■>■'.  et  ter- 


(  65  ) 
miner  par  le  paragraphe  qui  commence  au  bas  de  la 
page  402  par  ces  mots:  Quant  à   la   construction  des 
points  p  ,  q,  etc.) 


SOLITION  DES  QUESTIONS  455  ET  456 

(voir  t.  XVII.  p    434); 

Par    MM.    Charles    DOLLÉ ,    de    Compiègne, 
S.   CUE^OD,  de  Lausanne,   et  ASTIER,  de  Lyon. 


Question    i56. 

Dans  un  plan  donné  par  ses  deux  traces,  mener  une 
droite  telle,  que  ses  deux  projections  ne  forment  qu'une 
seule  et  même  droite  (solution  graphique). 

La  droite  demandée  est  évidemment  l'intersection  d'un 
plan  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  projection  avec  le 
plan  donné. 

Soient  PQ  et  QR.  les  traces  du  plan  donné-,  menant  un 
plan  pqr  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  projection, 
l'intersectiou  de  ces  deux  plans  est  la  droite  demandée.  Les 
projections  de  cette  intersection  se  confondent  avec  les 
traces  du  plan  pqr;  en  rabattant  ce  plan  sur  le  plan  ver- 
tical ,  la  droite  demandée  se  rabat  en  A'. 

Note.  La  solution  de  la  question  455  étant  intuitive 
nous  ne  l'insérons  pas. 


Ann   de  Haihémat.,  |.  XVIII.  [Février    i85q 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  488 

voir  tome  XVII,  page  463)  j 

Par   M.   DE  MONTEBELLO , 
Élève  de  mathématiques  spéciales  à  l'institution  îles  Carmes 

(classe  de  M.  Gerono). 


La  limite  de 

i  i  i 

(i  1 H...  H 

n  -+-  i         n  -t-  2  2  n 

est  1  2  pour  n  =  oo  .  (Catalan.) 

Je  pose 

n  =  2"1, 

m  pouvant  être  quelconque,   mais  2'"   restant    toujours 
entier.  Je  cherche   d'abord  la  limite  de  l'expression  (1) 
quand  m  devient  infini  en  restant  entier. 
Posons 

1  1        1        1        1        1  1  1 

2  3        4        5        (1        7  2'"+' —  I         2"'+l 

I        I        I        I         I        I  I  I 

B=,~2"  +  3~4  +  5~ri"h74"--"h2^3-7-2—  ' 

on  aura 


A  —  B=i  +  -  +  ^H-...  +  4 
2       3  ■?." 


donc 


B  =  A  —  (l-r---r-i+...H - h  - 

\  2  3  2'"  —  I 

Il                                            11 
B  =r \-  -h  ...  H f 


(  67  ) 
Co(  i  est  vrai  quelque  grand  crue  soit  m,  et  à  la  limite,  lî 
devient  I2;  on  aura  donc 

/         ï  !  T  1 

1 2  =  hm ! 1 -  + .  .  .  H 

\n  -+*  I  rt  -)-  2  R-f-O  2« 

»  étant  toujours  une  puissance  entière  de  2. 

Maintenant  je  vais  prouver  que  la  limite  est  la  même 
lorsque  m  devient  infini  en  passant  par  des  valeurs  quel- 
conques,  mais  2m  ou  n  restant  toujours  entier. 

Remarquons  d'abord  que  lorsque  n  augmente,  l'expres- 
sion (1)  augmente.  Remplaçons,  en  effet,  n  par  n  -f-  1, 
cetle  expression  devient 

11  iii 

1_  _ _  _j_  _  _  m  _] _^ 1 • 

n  -)-  ■?.        n  -h  3  in        2  y?  -f-  1         2  «  H-  2 

l'accroissement  qu'elle  subit 


2rt  -+-  I  2«  +  2  n   -t-   I 

est  positif,  car  il  est  plus  grand  que 

1  1  1 


n  +  1 


qui  est  zéro. 

Cela  posé,  supposons  m  compris  entre  deux  nombres 
entiers  p  et  p  -h  1 . 


1  1  1 

-= 1"    ~n\ •"•        -+-^7 

2m  -+-  I  2'"  -(-  2  2"'+1 


sera  compris  entre 


1  1  1 


•2.P  H-   I  7f  H-  2  2P+' 

et 

1  1  1 

■+■ •  •  •  + 


2/'-*-'  +  I  2/'+l  +  l  1' 


+2 


(  68  ) 

Les  deux  dernières  expressions  ont  pour  limite  !  2  ;  dont 
la  précédente  expression,  qui  est  constamment  comprise 
entre  les  deux  autres,  a  la  même  limite.  Donc  enfin  on  a 


v        1         1  '  >\ 

lim 1 H  ...  H 

\«  -I-  1        «  -h  2  in  J 


-       =12. 


Note.  MM.  Siebel,  de  Lausanne,  Hatterer,  maître 
répétiteur  à  Clermont,  Astier,  de  Lyon,  Martelli,  de 
Milan,  ont  adressé  des  solutions  à  peu  près  semblables 
à  la  précédente;  celle  de  M.  Siebel  est  en  allemand. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  453 

(  voir  t.  XVII,  p.  43i  )  . 

Par  M.   MICHAUX, 
1-  lève  du  lycée  Charlemagne. 


Lf«-f-i)<-H--H-^-f-...-f--<i  -+-  L(»  +  1), 
12        3  n 

L  =  log  népérien. 

(Schlomilcii.  ) 

En  désiguant  par  x  une  quantité  positive  comprise 
entre  o  et  1,  on  a  la  série  convergente  à  termes  alternati- 
vement positifs  et  négatifs 

X  r  1 

L(.+«)=T--  +  j~..., 
d'où  l'on  dé  luit  pour  x  les  deux   limites 

i'>L(i-f.r),      .r<L(i  +  .r)H 


(  %) 

On  aura  donc  généralement,  si  p  est  positif  et  supérieur 


Remplaçant  p  suecessi veinent  par  i,  2,  3,...,  n  dans  ces 
inégalités  (1),  ajoutant  membre  à  membre  les  nouvelles 
inégalités  obtenues  ,  et  posant,  pour  abréger, 


l  +  -   )    +L      l-r-l 


'K) 


on  voit  que 

i.L  (1  +  -)  <-+  -  -+-• 
\        PA        j        2 


<l.L  I  i  +  - 


Or 


1  1  1  1  1 

-—  +  —  +  .  •  -4-  - 
2/1-        2-  a' 


I  +  -1 


et  la  somme  des  logarithmes  de  plusieurs  quantités  est 
égale  aux  logarithmes  du  produit  de  ces  mêmes  quan- 
tités, on  aura  donc 


ï.L  I  i  +  - 
P 


L(I+i)+L(.+i)+...+i/(.  +  i) 

Lî.»..._î_!Lti=t(),  +  l). 

12        //  —  1        n 


(  7"  ) 


L(«  +  i)<-H h.  .  +  -<L  («-}-  i; 

I  2  « 

ij    I  I  1     ) 

2  |   I2  23  «M 


Cela  posé  ,  les  termes  de  la  série 


i         i  i 

i 2        22  ri* 


prolongée  indéfiniment,  peuvent  être  groupés  ainsi 

(      ~f"LMî"'~'""h(2*+'-Ô,J' 

et  comme  l'on  a  généralement 

i  i  A  •    i       _  i 

(a*)"1  ■*-•••+  (2*+.  _  t)2  <  2  -  (2*j*  —  ?  ' 

on  voit  que  la  somme  des  termes  de  la  série  (2)  prolongée 
indéfiniment  est  plus  petite  que  la  somme  des  termes  de 
la  progression  géométrique  décroissante  indéfinie 

1        1        1        1 

et  comme  cette  dernière  série  a  pour  somme  2,  nous 
avons  enfin 

2  |    I2  22  H    \ 


Donc  on  peut  écrire 


L(«  +  i)<;-H h. .  .-+--<!  -f  L.(n  -f-i). 

C     C,).     F.     D. 


(  7<   ) 
Remarque.  On  voil  que  la  série 


i         i  i 

I2  22  «2 


prolongée  indéfiniment  a  pour  somme  g-  Donc  on  pour- 
rait remplacer  la  limite  supérieure  i  -f-  L  («  -f- 1)  par  la 
limite  plus  faible  L  (/*  ■+•  i)  -f-  -g  (*)• 

Note.  MM.  Cornet,  élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe 
de  M.  Briot) ,  et  Gérard,  élève  de  l'institution  des 
Carmes  (classe  de  M.  Gerono)  ont  résolu  à  peu  près  la 
question  de  la  même  manière. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  453  ; 

Pab  M.  ASTIER,  de  Lyon. 


Dans  la  formule  connue 

lotr  p  =  lini  ( 

considérons  la  suite 


i 
p/i 


i  i 

S*  =  — + 


kn        kn  -t-  i  (<■+«)« 

On  a  évidemment  à  la  limite 

log/9  =Sî+...  +  S{  +  ..  •  -i-  S^,. 
Si  l'on  fait  la  somme  deux  à  deux  des  termes  équidistanls 

(*)  Cette  remarque  appartient  à  M.  Michaux. 


(  7*  ) 
des  extrêmes,  le  numérateur  sera  constant  et  égal  à 

kn  -f-  ( A-  -f-  i)  n , 

le  dénominateur  sera   toujours  plus    grand    que 

/«x  (A-  -f-  i)n 
et  plus  petit  que 

fÂ- 4- »  +  »)»"[' 


Dont 


et,  en  remplaçant  h+i  par  /j  ,  ce  qui  est  permis,  à  la 
limite 

2  /o      ^     2A+I 


ou,  à  fortiori , 


<S*<"     7  + 


/  -f-  1    ^  2  \  X  k  ■+-  I 

Donc 

tog/,>I  +  ..._hl 

et 

.iii  i  i       .  i  i 

D  2  2  0  ^  —  \  ip  2  /-»  —  I 

d'où  l'on  conclut 

log  (n  +  i  )<  -  H h .  .  .  +  -  <  I  -h  logn. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  351 

(  Toir  t.  XV,  p.  tS9    , 

Par  M.   le  Dr  J.   DEL   BECCARO, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  de  Pise. 


Soient  les  équations 


x6  —  px1  -+-  q  x  —  r  =  o 
xi  —  p'  x2  +  q'  x  —  /  =  o     (  racines  p ,  p',  p 


racines  a ,  a  ,  a  ), 


et  posons 


D,  = 


I 

,  p 

i 

u.    p  ; 

î 

a      P' 

I 

<*  P' 

D2  = 

î 

a'     p" 

D3  = 

î 

a'     p" 

I 

a"    P" 

î 

«"    P' 

i 

*"     P 

1 

a      P' 

î 

a       P" 

î 

,      P" 

I 

»'     P 

D5  = 

î 

*'     p 

D6  = 

î 

*'     P' 

I 

a"    P" 

î 

a"    p' 

î 

*.»     p 

D4  = 

A  =  2T  r2  -+-  4T  —  iSpqr  -f-  4/^  r  —  />2  V, 

A'zzr  27  /"  -f-  4?'3  —  18/?'  7'  /•'  -)-  4i»'3  >'  —  ?"  '/s. 

Démontrer  que  l'équation  suivante  en  t. 

t[t+(p>-  3q)(p»-3q")ï 

a  pour  racines  les  quantités  —  D'j ,  —  D|,  —  D^,  — 

Dg,   Dfi.  (MlCHAEL  RoBERTS.) 

Du  développement  de  la  quantité  Df . 

D'  —  I lJ  P\  —  4  M )  ■+■  2PP'  z<  —   ' 


D;, 


(  74) 

où 

M  =  p-q'  -+■  p'2  q  —  3</(j', 

et  z,  exprime  la  fonction 

*,  =  ap  H-  a'  p'  +  a"  p", 

on  déduit  ceux  de  D|,  D| ,  D2. ,  D2, ,  D^  en  y  échangeant  zt 

en  z2 ,  z3 ,  .z4 ,  z5,  z6,  qui  sont  les  valeurs  différentes  que 
peut  prendre  la  fonction  z.  Laissant  les  ce.  et  changeant  (3' 
en  (3"  et  vice  versa  pour  zs,  etc. 

Puisque  zy ,  z8,  z3  peuvent  être  regardées  comme  ra- 
cines de  l'équation 

z3  —  pp'  zJ  h-  M  z  —  -  (  N  —  v/ÂÂ7  )  =  o , 

et  zi}  zs,  z6  de  l'autre  équation 

-.  ~ Pp' z--  +  Mz (n  +  y/^7)  =  ° 

(voir  Nouvelles  Annales,  M.  Roberls,  t.  X\  ,  p.  77) ,  011 
peut  calculer,  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques , 
les  coefficients  des  deux  équations  suivantes 

f-K^D;  +  fi D;  D^  +  D;  D"  D^  =  o , 

^j  +  <^D;  +  ^D;D:  +  D;U;D-  =  o, 

qui  ont  pour  racines  —  D2 ,  —  Dr, ,  —  I)2,  et  —  D? ,  —  i  \\ 

-  D2. 

Zsi  =  />p', 
lz]  =p:p':  —  2M, 
Zz,  z,  =  M, 

1  z,  :.;;  =  /;//  M (  M  —  y/ AA') , 

M       p//(N—  v/ââ 


7:> 


zlziz3=  -(N—  Jàl'  ), 

2 
2  3,  3,  8*  =  -  pp'  {  N  —  \f*Â'  )  , 

1  z]  z\  z3  zss  -M  (N  —  y/ÂÂ7)-. 

(z,z,  z3)2  =  -(n  —  v/ÂÂ7)2  ; 

4 
on  obtient 

2D;  =  3  (jr//J  —  4  M)  4-  2/>/>'  I  s,  —  3 1  ; 
=  *(/»*—  3ç){p'2  —  3ç'), 

ïd;d;  =  3  (/>y  —  4m)j 4-  4  (#V  -  4M)/p'  s  z, 

—  6(p-p"  —  4M)2z2  +  4p*p'37.z,z2 

—  &pp'ïz\zi  H-  g 2  s2  z2  =  (/>2  —  3 7)-  (//  —  3  y')2  ; 

D;D2D2 
=  M* (/?>'*—  4M)  4-/?/>'N  (9M  —  2/;'/)'!) 

—  ^  (N2  4-  AA')  4-  V^ÂÂ7  (  —  N  —  9/?//  M  4-  2////A 

=  —  A"  —  ^  AA'  4-  ^ÂÂ7  •  -  (27  N  —  18/;//  M  4-  4ju3//-'  )  » 


4  ' 

désignant  par  A"  le  discriminant  de  l'équation 


Bp'i'  +  M; N  =  0. 

2 


Mais  au  moyen  des  expressions 


4'  =  1BI 


</A'\  ,  /V/AV    «       0        ,  ] 


(  7«) 
(voir   Nouvelles    Annales,    t.    XV,    p.    78)  la   fonction 
Dj  D»  D3  devient 

De  même  les  quantités  ZD;,  ED;D:,  DJD|D|  s'expri- 
ment de  la  manière  suivante  : 

D';D25D-=— A"— -^AA'— v'ÂÂ7'-  (27  N  —  1  S>//  M  -h  4 /'>' ") 

De  sorte  que  les  équations  en  £  deviennent 
*[*+(/>»- 23)  (//'-a*')]' 

-à[*(£)^6?)I--' 

et  sont  satisfaites  par  les  quantités  — D*,  — Dj;,  — D|, 
—  D'v,  —  Dj,  —  Dg,  comme  il  fallait  le  démontrer. 

Corollaire.   L'équation  dont  les  racines  sonl  les  déter- 
minants Df,  D?,  D|,  DJ,  DJ,  D,;  est 


77  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  U% 

voir  t.  XVII,  p.  262): 

Par   M.   A.   TERQUEM . 
Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  do  M.  Fanrie). 


Par  un  point  fixe  donné  dans  le  plan  d'une  conique 
passe  une  sécante  mobile ,  trouver  le  lieu  géométrique 
du  point  d'intersection  des  deux  normales  menées  à  la 
conique  aux  deux  points  où  la  sécante  coupe  la  conique. 
Quel  est  le  lieu  lorsque  le  point  fixe  est  un  foyer? 

Démonstration.  Prenons  le  point  pour  origine  et  rap- 
portons la  courbé  à  des  parallèles  aux  axes  principaux; 
l'équation  de  la  conique  sera  de  la  forme 

(i)  Ar!+  Cx-  -+-  Dj  -+-  E.r  -+-  F  =  o  ; 

l'équation  de  la  sécante  est 

y  ■=■  a.r. 

Les  abscisses  x',  x"  des  points  d'intersection  seront  don- 
nées par  les  racines  de  l'équation 

(2)  ,r2(Art2+  C)  +  .r(D«  +  E)  +■  E  =  o. 

Les  ordonnées  de  ces  points  ont  pour  valeurs 

y'  =  <>*', 

y"  —  ax   , 
Les   équations   <Ics   deux    normales    qui  passent    par    l«^ 


(  ;8  ) 

points  [x1,  y')  ,  (x",  >  ")  sont  de  la  forme 

2  A/  -+-  D  ,. 

y  —  y  =  — —7 (  x  —  x  ') , 

J       J         2Cx'  +  El  ;' 

„      2  Aj"  +  D  „ 

y  —  y  =  ; — — ■  [x  —  x    . 

Pour  avoir  les  coordonnées  des  points  d'intersection 
de  ces  droites,  égalons  les  deux  valeurs  de  x  et  aussi 
celles  de  y,  on  obtient  ainsi  deux  équations  qui  donnent 
les  coordonnées  X  et  ^  du  point  d'intersection  en  fonction 
de  [x',  y')  (x",  y")  et  du  paramètre  variable  a.  Rempla- 
çant y'  et  y"  par  leurs  valeurs  ax'  et  ax'\   on  trouve 


(3) 
puis 

(4) 


(2Ax'  -f-  D)  [x  —  x')  +  (2Cr'  -f-  E)  ax' 
2Cx'  +  E 

(2A/  +  E)(x  —  x")  ■+-  (2Cj"  -+•  E    (/.r" 
2  A  rt.r"  +  E  ' 

2C.r'  +  .E)  {y  —  ax')  +  (2Aox'  4-  D)*' 
lAax'  -t-  D 

J     _  (->Çx"  -t-E)Q  —  ax/)H-(2Agjc,,-<-l)  .  .»■" 
2Aa/  -+-  D 


I 


Les  égalités  (3)  et  (4)  peuvent  se  mettre  sons  la  forme 
suivante  : 

(        2  AE  a  (.r  —  x'  —  x")  -f-  4  C  ox'  .»•"  (C  —  A) 

j  +  2C[Ert(x'  +  x")-  D.r]  +  E(Efl-D) 

2CD[7-rt(x'+x")]  +  4A«V.r"(A-C)l      , 
+  2A«[D(x'  -4-  x")  —  Ejj-h  D    D  —  E«)  J  **  ' 

Ces  deux  équations  divisibles  par  [xJ  —  x")  ne  contien- 
nent plus  que  la  somme  des  racines  [x'  -+•  x")  et  le  pro- 
duit  x'  x",  auxquels  <>n  substituera  leur  valeur  tirée  de 


(  79) 
équation  (  2) 

D«-t-E 


A«2H-C  A«2  +  C 

Chassant  le  dénominateur,  on  obtient  deux  équations 
du  troisième  degré  en  ordonnant  par  rapport  à  a  : 

/         fl3[AE(aAar-+-  E)]  +  rz[ADE  —  2CD  (  A x  ■+-  E)J 

(5)        +  «  [2 ACE .r  +  4CF(C—  A)  +  E2(2Â-  C)] 
'   —  CD(2Cr-+-E)  =  o. 
«,[AE(2Ar  +  D)] 
4-  rtJ[4AF  (C—  A)-f-  D2(  A  —  2C)  —  2ACDj] 
-ha[-2ACEj  +  DE  (2  A  —  C;] 

—  cd(2Cj  +  d;  =  o. 


6 


L'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  donne  l'é- 
quation du  lieu  qui  semble  devoir  être  du  sixième  degré 
d'après  une  formule  donnée  par  Bezout;  mais  elle  ne  monte 
qu'au  troisième  degré,  à  cause  de  la  symétrie  des  coeffi- 
cients. 

Si  a ,  b  ,  c,  d  sont  les  coefficients  de  la  première  équa- 
tion et  a',  b\  c',  d'  ceux  de  la  seconde,  l'équation  résultant 
de  l'élimination  sera 

[{ab').  (bc')  —  [ac'y  +  (ad').{ab')]{cd') 
—  [{ab').(bd')  —  (ac').(ad')](bd') 
+  \[ab'){cd')  —  {ad'Y]{ad')  =0   (*). 

Chacun  de  ces  déterminants  (ab' —  ba'),  (bc1  —  c&'),  etc., 
ne  monte  qu'au  premier  degré  parce  que  les  coefficients 
des  termes  du  second  degré  sont  égaux  deux  à  deux  et  de 


(*)  Bezout,  Théorie  générale  des  équations  algébriques ,  p.  3oi  ;  1779.  J'ai 
donné  cette  indication.      I  m. 


(  8o  ) 
signes  contraires;  donc  la  courbe  cherchée  est  du  troi- 
sième ordre. 

2.  Cherchons  ce  que  devient  le  lieu  lorsque  le  point  est 
au  foyer. 

L'équation  générale  est ,  en  prenant  pour  axe  celui  de 
la  courbe  et  l'origine  au  foyer, 

jî  +.  #1  (i  _  *»)  _  <zpk2x  —  p2  k2  =  o , 

p  désigne  la  distance  du  foyer  à  la  directrice  et  k  le  rap- 
port des  distances  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à 
la  directrice. 

Faisons,  dans  les  équations  (5)  et  (6), 

A  =  i,     C  =  (i—  **),     D  =  o, 
E  =  — a/»**,     F  =  —  p***, 

la  première  devient 

a2  {pk2  —  x)  —  (i  —  /2)  œ  —  ïT.pÀ-*  =  o, 

et  la  seconde 

a- y  —  apk%  -+-  (i  —  X2) y  —  o> 

Eliminant  a  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons 

J'(l   —  3*2)»  =  (l    —    *•*)  [pP    —  X)X  —   2pk2(pk2  —  .T.). 

Le  caractère 

B2  —  4AC  =  —  4(i  —  3/:)2(i  —  A2) 

donc  la  courbe  peut  présenter  les  trois  variétés  des  coni- 
ques et  est  de  même  espèce  que  «clic  dont  elle  provient. 
Si  l'on  prend  pour  équation  de  la  courbe 

a2 y2  -f-  b'  (x  —  c)2  —  tr  //'  —  o, 
l'équation  du  lieu  deviendra ,  en  remplaçant  /.  par       cl 


(  8*  ) 
b' 
P  Par  7' 

i  J2{b2  —  3>.c2)2-f-  «'  &2.r-  —  c.r(6<  H-  2«»62) 
(?)  J  .        Ai    i 

La  coordonnée  du  centre  est 

v        c(^  +  2a2) 


Le  grand  axe  et  le  petit  axe  s  obtiennent  en  prenant  la 
moitié  de  la  différence  des  racines  de  l'équation  (7)  et  en 
mettant  la  valeur  de  X  dans  la  même  équation ,  Y  don- 
nera le  petit  axe. 
Ainsi 

f^c(zai—  b1) 
là1 

_  bc(ia2  —  b*) 
~  ia{ic2  —  b*) 

Pour  passer  de  l'ellipse  à  l'hyperbole,  il  suffira  de  chan- 
ger /?2  en  —  b- . 

Pour  une  parabole  dont  l'équation  est 

yi==P  (2.r  —  p), 

l'équation  du  lieu  sera 

Note.   Si  dans  l'équation  (7)  on  fait 

y  =  °> 

on  trouve 

jc=2c; 

ainsi  la  conique  passe  par  le  second  foyer. 

Annulant  une  des  quantités  A,  C,  D,  E  le  lieu  devient 
une  conique. 

Ann.  de  Mathcmat.y  t.  XVIll    (Mars  i85gJ  6" 
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SUR  LA  VALEUR  DE  LA  SOMME 

iii  i 

h- — H h.  ..H î 

a"'        bm       c"1  lm 

«,  b,.  .,  /étant  les  termes  d'une  progression  arithmétique  croissante; 

Par  M.   LEBESGUE. 


Maintenant  que  les  dérivées  sont  introduites  dans  les 
cours  de  mathématiques,  et  que  par  suite  les  aires  para- 
boliques et  hyperboliques  se  déterminent  en  passant  dune 
dérivée  à  la  fonction  primitive,  peut-être  conviendrait-il, 
à  l'article  des  séries,  de  déduire  la  règle  de  convergence 
et  de  divergence  de  la  série 

11         i  i  .  „.   »  . 

i       im       3m       4 

de  la  considération  de  l'aire  d'un  segment  compris  entre  la 

courbe  d'équation  y  =  — ■  »  l'axe  des  x  et  deux  ordonnées. 

Tout  en  obtenant  la  règle  de  convergence  et  de  diver- 
gence, qui  reste  la  même  quand  i,  2,  3,.  .  .,  sont  rem- 
placés par  rt,  rt-f-J,  a  4- 2 (?,...,  l'on  aurait  la  valeur 
approchée  d'un  nombre  limité  de  termes  consécutifs. 

Pour  y  =  -  (coordonnées  rectangulaires) ,  l'aire  est 

.      I 
log-, 

pour  y  =  —  1  ane  est 

— î —  r_i l_i. 

m  —  1   L  a""'        P"-'  J 

Si  mai  menant  on  fait  l=a-\-(n — i)J,  ctque  l'on  nomme 
Ti^y*!  y*i»>i  T"  hs  coordonnées  équidistantes  qui  répon- 
dent aux  abscisses  r,  =  «,  x,  =  a  -+-  S,  .r3  ==  a  -f-  2  J,..., 


(  83  ) 
xn=  a  -+-  (n  —  i)â,  l'aire  du  polygone  formé  eu  joignant 
les  points  de  la  courbe  qui  correspondent  aux  abscisses 

jc  \%  oc  g  %  •  •  •  •  oc n  sera. 


*[ri  +Jî  -*-•  •  ■-+-r»]-^-*(ri  +.r« 


Cette  aire  se  compose,  i°  de  l'aire  hyperbolique  déter- 
minée plus  haut  5  2°  d'une  somme  de  segments  formés  pai 
les  cordes  qui  unissent  les  sommets  consécutivement  deux 

à  deux,  somme  toujours  bien  plus  petite  que  -  (yx  — yn), 

ce  qui  se  voit  immédiatement  sur  la  figure.  On  aura,  en  re- 
présentant par  S  cette  somme  de  segments ,  i°  pour  m  =  i 

i        i  i 

J.  -+-  7iH-  •  ■  •  -+■  7n 


a        b 

2  \a        l 


i   /  i         l  \         L,    I,        l 


2°  quel  que  soit  m 


1  l        *  . 


S  m 


—  i)S  \_am-<         lm~'  J 


Pour  m  =  i.  I  et  log  /  devenant  infinis,  la  série 
— I j —  ....  prolongée  indéfiniment,  est  divergente. 

1  I  /l— m 

Pour  m  <  i ,  le  terme  —  ; -5  •  — -  devient  — -, 

^  [m  — 1)0    lm    '  0(1  —  m) 

c'est-à-dire  infini  aussi  bien  que  /,  il  y  a  encore  divergence. 

Pour  m  "">  1 , tend  vers  zéro .  et  il  v  a  convergence 

quand  /  tend  vers  l'infini. 

Cette  démonstration,  qui  est  bien  connue,  pourrait 
être  introduite  dans  les  Éléments.  Si  je  la  donne  ici,  c  est 
pour  avoir  occasion  de  faire  remarquer  qu'il  y  a  un  vice  de 
rédaction  à  la  page  ^6?>  des  Nouvelles  Annales.  1 8 5 8 . 

6. 


(  «4  ) 

La  formule  à  employer  est  celle  d  Eu  1er  : 

ir  i  ,  i         A         B 

H h^  +  ...-f— =  C  +  log«H j—, \+7T-s—    --f 

2       3  «  m      l\n 7      on* 

où  C  =  0,577, ...  ;  A,  B,  C...  étant  les  nombres  de  Ber- 
noulli. 

La  formule  exposée  plus  haut  donne 

H f-Tj-h.-  .  +  -  =  o,5-4-log«  -\ h  S. 

2        3  «  2  « 

En  négligeant  S,  la  valeur  o,5-hlog«H diffère 


-5"5 


2rt 


peu  de  celle  d'Euler. 
Comme  on  a  aussi 


H h-  ..H--  =  o,5  +  logrtfH h  S,, 

1  a  la 

d'où 

1  '  ri  l  c 

H h-  •  -H =  o,5  -h  logrt hS,; 

2  rt  I  2/7 

il  en  résulte 


I  !  '  7  1  ' 

-  -\-.  ..-{--  = loga  +  log«  H h  S  —  S, 

a  n        ici  9/i 


et 


1 
i-h- 

2 


-\ log  a  -h  log  n  +  _L-|_(s_ S,). 

la  in       v 


Pour  «  =  20  on  aurait,  en  négligeant  S  —  S,, 


-1 h-. .  +  -  =  0,577. ..-h  log  «-H 


1 


m 


qui  diffère  à  peine  de  celle  d'Euler.  Mais  cette  dernière  a 
l'avantage  d'être  un  cas  particulier  d'une  importante  for- 
mule générale,  qui  introduit  dans  le  calcul  des  séries  les 
nombres  de  Bernoulli  [Calcul  dijfi'-i en  1 ici ,  eliap.  \  ). 
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GESTION  D'EXAMEN  A  L ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1858; 

Par  M.   BEYNAC, 

Professeur. 


Si  l  on  fait  tourner  un  angle  droit  dont  le  sommet  est 
sur  une  courbe  du  second  ordre,  et  que  dans  chacune 
de  ces  positions  on  joigne  les  points  d'intersection  des 
cotés  de  V angle  avec  la  courbe,  par  des  droites,  toutes 
Les  droites  vont  se  couper  au  même  point  de  la  normale 
à  la  courbe  passant  par  le  sommet  de  l'angle  droit. 

SOLUTION. 

Si  on  rapporte  la  courbe  à  la  tangente  au  sommet 
fixe  et  à  la  normale  qui  passe  par  le  même  point,  son 
équation  est 

(i)  yi-hBxy-\-Cx2-\-Ex  =  o, 

car  la  courbe  passe  par  l'origine,  et  pour  x  =  o,  y  doit 
passer  deux  fois  par  zéro. 

Soit  y —  mx  =  o  l'équation  de  l'un  des  côtés  OA  de 

l'angle,  y  H x  =  o  est  celle  de  l'autre  côté  OB. 

Le  produit 

(  2  )  y*  —  im )  xy  —  x'1  =  o 

représente  le  système  des  deux  droites  OA,  OB.  La  dif- 
férence des  équations  (i)  et  (2)  est  celle  d'un  Heu  passant 
par  un  point  commun  aux  deux  premiers.  Cette  équation 
est 

B  +  /h ]  xv  -+-  (  C  -h  1  )  x2  +  E.r  =  o. 

ml" 

Divisant  par  x.  on  supprime  x  =  o  qui  représente  1  axe 
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des  y,  et  l'on  a 

IB+m -W  +  (C-hl)jc-i-E  =  o, 

ou  l'équation  de  la  droite  AB.  Pour  y  =  o,  on  trouve 

E 

x  =  —  — =  constante 

C  +  i 

et  indépendante  de  m,  ce  qui  justifie  le  théorème. 

Remarque  I.  On  déduit  de  là  un  moyen  très-simple 
de  construire  une  normale  ou  une  tangente  en  un  point 
donné  d'une  courbe  du  second  ordre  en  ne  faisant  usage 
que  de  l'équerre. 

Remarque  II.  Le  résultat  précédent  s'appuie  sur  ce 
seul  fait  que  dans  l'équation  (2)  le  coefficient  de  x2  est 
constant  et  égal  à  — 1.  Or  ce  coefficient  provient  du  pro- 
duit des  coefficients  angulaires  des  droites  OA,  OB.  Le 
théorème  subsiste  lors  même  que  l'angle  AOB  n'est  pas 
constant;  il  suffit  que  le  produit  des  coefficients  angu- 
laires des  droites  qui  forment  l'angle  soit  constant.  C'est 
ce  qui  arrive  quand  le  point  O  est  le  centre  d'une  courbe 
du  second  ordre  et  qu'on  mène  par  ce  point  des  systèmes 
de  diamètres  conjugués. 

Remarque  III.  On  voit  aussi  les  avantages  qu'il  y  a 
à  rapporter  une  courbe  à  la  tangente  et  à  la  normale  cor- 
respondante. 

Note  du  Rédacteur.  Le  théorème  appartient  à  Fre- 
gier  (Annales  de  Gergonne,  t.  VI,  p.  229,  18165  Nou- 
velles Annales ,  t.  II,  p.  186,  i843  ).  11  y  a  un  théorème 
analogue  pour  les  surfaces  du  second  degré.  En  général, 
toute  corde  inscrite  dans  une  conique  enveloppe  une  co- 
nique, lorsqu'elle  est  vue  d'un  point  fixe  sous  un  angle 
constant  (Poncelet)  ;  ce  point  étant  sur  la  conique  el 
l'angle  étant  droit,  la  conique  enveloppe  se  réduit  à  un 
point 
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NOTE  SIR  LES  EQUATIONS  DU  QUATRIEME  DEGRE; 

Par  M.   Michael  ROBERTS. 


J'ai  lu  avec  beaucoup  d  intérêt  les  remarques  que 
M.  Lebesgue  vient  de  publier  dans  les  Nouvelles 
Annales  (t.  XMI,  p.  384-39i)  sur  la  résolution  des 
équations  biquadratiques,  et  aussi  la  Note  de  M.  Aron- 
hold  qui  se  rapporte  au  même  sujet.  Dans  ce  qui  suit, 
'je  me  propose  de  faire  voir  comment  la  solution  de  ce 
dernier  peut  être  ramenée  à  celle  d'Euler.  Pour  cela  je 
donne  l'énoncé  du  théorème  suivant  sur  les  déterminants, 
qu'on  peut  démontrer  facilement.  Soit 


Xi       X}  Xn 

X$       Xt  Xx 


Xn       X\ 


yn — i       ^n — I 


On  sait  que  A  a  pour  facteurs  les  valeurs  que  prend  la 
fonction 

j1  +  uzî+u2ij  +  .  .  .  -f-  m"-1  x,„ 

en  substituant  pour  w  successivement  les  racines  de  l'é- 
quation 

'    wn  —  I  =0.  (*) 


(*)  Si  les*,,  jr,,...,  xn  sont  disposes  symétriquement,  alors  il  faut 
que  n  soit  un  nombre  impair 
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Considérons  maintenant  l'équation 

ax*  -|-  4  bxz  -+-  6  ex1  -+-  4  dx  +  e  =  o , 
et  posons 

a2cr=  62 —  ac, 

1 2  rt2  p  =  ae  —  4  bd  -+-  3  c2 , 
8a3  \  =  ace  -h  2  fort'  —  arf2 —  e£2  —  c3, 


/  =  —  X-h  sjK—v?, 
m  =  —  X  —  vAs—  u3, 


et  si  A  représente  le  déterminant  de  M.  Aronhold,  on  a 
(en  écrivant  dans  son  équation  9  au  lieu  de  X) 


1* 

a 

m3 

— /3  —  m3 

a 

î 

=  4 

T         6 

a 

i 
-/3 

I      a"A 


=  —  acr-f-  0. 


ce  qui  donne 

«     de 

Mais  si  0t,  025  0s  sont  les  racines  de  l'équation 

A  =  o, 
nous  tirons,  en  vertu  du  théorème  que  je  viens  d'énoncer, 


-=  /: 
a 


—  =  o>l3  +w,/«I  , 
a 

9  -  ' 

e*st  une   racine  cubique  imaginaire    de  l'unité) 


(  «9) 
sorte  que 

Or  les  seconds  membres  de  ces  dernières  équations  sont 
précisément  les  racines  de  la  réduite  du  troisième  degré 
dans  la  méthode  d'Euler. 


APPLICATION  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE 

(voir  p.  49); 


Par  M.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. 


§  III.  —  Intersection  d un  plan  avec  une  surface  du 
second  ordre. 
45.   Soient 

j  alxx\-^-aJ2x\-\-a33x\-^-aiix\  +  2auxxx2-\-%ai3xlx3  \ 
f  +2«1S xt xi-h2.a23x2x3-\-2anx2xi  +  2.a3(x3xi  ) 

l'équation  d'une  surface  du  second  ordre,  et 

(  2  )  m ,  Xi  +  m  j  .r  2  +  m3  x3  -+-  mt  xt  =  o 

l'équation  d'un  plan. 

L'élimination  successive  de  xx  et  x%  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (-2)  donnera  les  projections  d<-  la  courbe  d'in- 
tersection sur  les  plans  des  rs  x ...  er  ,r,  .1 


(  9°  ) 
Ou  trouvera  ain^i ,  après  avoir  pose 

au  al3  an  au   m, 

<lï\    fl-n   Oiz   <?;i    "'î 

(3)  T  =       a31  ai2  a3î  «34   m3         où     ar,sz=zaSyr, 

<*H    «42    ««    «U     '"i 

m,  m,  m3  mt    o 
pour  la  projection  sur  le  plan  des  J'2  xd , 


r/JT 


daMt/ait  dan  dan  dandax 


(4)        -2 


^•T 


,/T 


d'T 


X-..Z-,  —  2 


da  33  f/«t  ;t 


j:,^  =  o; 


da2J  da3i 
et  pour  la  projection  sur  le  plan  des  X1X3, 

d'T         ,  d-T         ,  r/JT 

•*,  H-  - ; —  *\  ■+■ : — 


da3Zdai{     '       da-tidau     3       daltda33 


(5)       <  -  2 


,/:T 


«"T 


rf<744  «*«, 


rf«33  dau 


.C;  X,  =  O 


da , ,  r/a  34 

4(3.  Je  vais  donner  d'abord   les   développements    des 
coefficients  de  ces  deux  équations 

/      d*  T 


da:i  da„ 

d'T 
dan  dati 

T 
((a,,  dait 

rf*T 
da^  da  3 

rf<î  ,  da„ 


au  m\  —  ffjj  w 


(6)    zr 


-h  2«„»1,  flï,, 

•+-  i<iK.m,  «;s, 
-h  2ff„  /«jfflj, 

=  —  o,,  i»j  —  o41  w;  -t-  2rtn  ///,  ///, , 
=  —  "»  wj  —  a,,  m'  -+-  2a, ,  ot,  w4 . 


=  —  «11  m    —  tf  33  //? 


—  û„/«3  —  O33»' 


da2i  dat( 

d'T 
«fl13  da  u 

cP-T 
da2i  da33 

d*T 
dau  da33 

d'T 
da3i  da  2J 

d'T 


(  9'   ) 
-  =  au  m2  m3  -+-  «53  m]  —  a,2  «j,  mz —  ai3m{  m7, 

=  «25  m,  rn3-\-  al3  m\  —  aum2  '>h  —  o33m,  m2, 

=  «,,  m2mi  ■+■  a2i  m]  —  â|2fl?i  mK  —  «u  /«,  ///,, 

=  a22mt  "îi  -+-  «u  ni\  —  a^mi/rii  —  a2i  /w,  m2, 

=  «,,  ffljffi,  -+-  «34/rt'  — «13/m,/7?4  —  «u/"i  »»n 

—  «23  «?3  mt  +  «34  »ll  «23  '«]  /»i  «24  ltl2  ™i  • 


\     «"«34    ««,, 

Les  relations  d'identité  que  je  vais  écrire  se  déduisent 
des  formules  générales 

dP      «*P  dP      dP 


(7) 


d'P 

darsdar>Sl       da,s  dariSl        darSl  darii 


d-P 


r/'P 


dar,  dar 


darSi  dari , 


On  a  en  premier  lieu 

/  d-T  dT    dT 


«y 


da33dau        da3i  daH        \da3J 
«*2T  «*T    «"T         /  dT 


(8) 


«"«22  «"«44  «"«2J    ««4 

d'T  _   dT 

da,i  daH        daK 


da2 


dT     _  I dT y 
dafi        \daHJ 


d*T 


_  «T    dT__     /  dT 
da22da33        ««22  ^«33        \da23 

d'T  dT    dT         (  dT 


dau  dai3        dau  da 

d-T 
dau  da 


da, 


_  dT     dT     _  /  dT  \ 

„  «7/,,    dd-n  \  <-/«,;/ 
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Oa  aura,  en  second  lieu, 


dT  cV-1  cTT  (     <PT 

—  ni, 


dau        daAkda33  daiida22        \dauda13 

i  2  dT  d'T  d'T  /      d'T     \ 

"'        \  '  don        daî3  dau  da33  dan        \  da33  da2i  ) 


dT  d'T  d'T  d'T  d'T 


1  da3t        dai3dau  da.2da3,       daitdan  da33dau 
dT  d'T  d'T  i     d'T     \s 


(.o)        - 


da2i       daitda33  dandau         \da2Ida3i 
dT  d'T  d'T  d'T  d'T 


'  daH        da22dav,  da33dau       da21da3i  dauda2. 
,  dT  d'T  d'T  d'T  d'T 

\' — ( ■ 

da2i       da22  da33  da^  da2i        da22  da3i  da33  dan 


2  dT  _        d'T  dT  f     d'T 

2  datf        dati  da33  dati  dau  \dau  da, 

.  dT  d'T  dT  (     d'T 

—  ni  ;  — =r 


da33       da33dait  da33ilau        \da33da 

,  dT  _       d'T  d'T  d'T  d'T 

2  da3i       da33dau  danda3i       dav,dal3  da33dau 


.,  dT  d'T         d'T  (     d'T 

—  ni:, 


(il)    ■    —  m\ 


'  dan       dandai3  dandau        \danda3i 
dT  d'T         d-T  d'T         d'r. 


dalt        daudoiX  da..dau        daudaM  daitdal3 

dT  _       d'T  d'T  d'T  d-T 

(la  3        datl  da3i  dau  dal3        dau  t/ii  ,  du  .  <tan 


.   ov     \  dT  d'T  d'T  (     d-T 

t,o)     .   —ml  — 


du,,        (la,,  dan  dau  da  :         \da,s(1ai 

Enfin   je  rappellerai  les  relations  suivantes  qui  îésul- 
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tcui  de  la  propriété  fondamentale  des  déterminants  : 

d'ï  dT  dT  dT 

m, h  m, h  rn3  - h  mt  - —  =  o , 

aati  ««24  a«3i  ««4J 


(«4: 


dT  dT 

m,- h  m2  - — 

««,3  daK 

dT  dT 

m{  - h  m2  - — 

««,,  da7? 

dT  dT  dT  dT 

m, h  »ij  - (-  m3 h  /«<  -: —  =  o  ; 

dalt  da-n  da3l  dau 

d2T  rfT  d'T 


ms 

dT 
da33 

+ 

m, 

dT 
dai3 

=  o, 

m 

dT 
da3i 

+ 

"', 

dT 
dai7 

=  o, 

daAidat3  dfii(  da23  daiida3 

d2T  d2T  d2T 

■+■  nu  — 


daHdan  da^dau  daVldaV2 

d2T  rf'T  d*-T 


dau  dau  dav,  da2i  daH  da3i 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  allons  discuter  les 

équations  (4)  et  (5). 

d2T 

Première  hypothèse. ; —  est  différent  de  zéro. 

da33da.Vl  M 

47.   En  formant  dans  l'équation  (4)  le  carré  par  rap- 
port à  la  variable  x2,  on  obtiendra 

1        \_da33dait  dn,2dat,  \da„  daKJ  J"  3  J 

d2T  d*T  /     J!T    \n 

|_</«33fl'«„  da33da22  \da33dnHj  J      4 
r    rf'T          rf2T  d2T  d-T    ~| 

2  I  — — —    —l—  .   I  »»    r» 

La,«33f/«4,  danda3i       daudan  da.da2i\ 
après  avoir  posé 

«"2T  rf*T  d2T 


X,= 


«"«33  <-Z«44  c/«44  ffrl,3  c/«33  «*«„ 

ou  bien,  en  ayant  égard  aux  relations  (9), 

(ib)  X,-m;     - — ar;  —  2  - — ^3  o:4  -(-  - —  x2     =  o. 
\da,,  d(?.i  da33     \! 


(94  ) 

Nous  supposerons  toujours  que  /;?,  et  m,  ne  sont  pas  nuls; 
ce  n'est  qu'à  la  fin  de  la  discussion  que  nous  étudierons 
ce  cas  exceptionnel. 

dT 

Premier  cas.   - —  est  différent  de  zéro. 
dait  " 

En  formant  le  carré  par  rapport  à  xs  et  en  posant 

dT  _  dT  dT 

dau  dan  da3, 

l'équation  (16)  pourra  s'écrire 

dT_  rfT         / '  dT  \  ■ 
,  .,   dT  da3s  dait        \dàM 

X'-7W;^X"-W'  ÏFT '' 

dait 

ou  bien,  d'après  la  première  des  relations  (8), 

t_£ï_ 

De  cette  dernière  équation,  nous  conclurons  que 

fi)  — ; —  e*  — —  f'f<7/?£  différents  de  zéro  (*). 

r/«33  dau        dati 

d'Y  l  il  Y  a  intersection,     lorsque  T^-o, 

<r/<74,  {  il  y  a  tangence,         lorsque  T=o, 

il  v  a  non-interscc,  lorsque  T  — - — J>°i 

daS3aau 

Si   -r-<0,     <  .,  ,  „     ^/2T 

da(i  ï  il  v  a  intersection,     lorsque  T  — ; —  <o, 

da„doti 

il  y  a  tangenec,         lorsque  T  =  o. 


(*)  Ces  utiles  et  beaux  critérium,  résultats  d'une  discussion  conscîen 
•  ieuse,  ne  so  trouvent,  à  ce  que  je  sache,  nulle  pari      Tu. 
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Le  contact  résulte  de  ce  que  l'hypothèse  T=o,  intro- 
duite dans  l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  .r,  a:s, 
donne  aussi  un  point  ou  deux  droites  qui  se  coupent  ;  car 
si  l'on  fait  subir  à  l'équation  (5)  les  transformations  que 
nous  venons  d'effectuer,  les  coefficients  de  x]  ne  différe- 
ront que  par  le  changement  de  mt  en  r?/.2. 

48.  Lorsqu'il  y  a  tangence,  les  coordonnées  du  point 
de  contact  sont  données  par  les  équations  : 


m,  .?-,  -+-  m2x2  -4-  m3  x3  -+-  m,  .r,  =  o  . 
d21  rf2T  d2T 


a:i  =  o, 


dai3daH  dcis 4  da 23  da33 dcr3i 

1  r/T  dT 

——  x3 X,=  o. 

da^  da3i 

Par  des  transformations  faciles,  reposant  sur  les  rela- 
tions d'identité  que  j'ai  établies  d'abord,  on  arrive  aux 
valeurs  suivantes  : 

dT  dT  r/T  r/ï 

(18)        xi  =  -r-,     x,  —  -j—,     ^3  =  -—,     •**  =  -; — 
1      '  dalt  da7i  da3,  da^ 

49.  Deuxième  cas.  - —  est  nul. 
da,k 

L'équation  (16)  devient  alors 

et  la  première  des  identités  (8)  donne 
(20)  T 


da33  dati  \da 

Si  — —  est  différent  de  zéro,  il  cn  sera  de  même  de  T,  et 
da3i 

réciproquement;  et  ces  deux  expressions  s'annuleront  en 
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même  temps,  car  — ; —  a  été  supposé  différent  de  zéro. 

1  daM  dau  l  L 

Lorsque  T  n'est  pas  nul,  l'équation  (19)  nous  montre 
qu'il  y  a  intersection.  Lorsque  T  est  nul,  l'équation  (19) 
se  réduit,  d'après  la  remarque  que  nous  venons  de 
faire,  à 

x:  — :£«:  =  °; 

mais  alors  la  projection  sur  le  plan  des  x,  x3   a  pour 

équation 

dT     , 

en  représentant  par  X',  la  fonction  linéaire 
d2  T  d"-  T  d1  T 


da3idau  dauda  da  $  da u 

De  là  nous  concluons  que 

d-T  »  dT 

fl\)  étant  différent  de  zéro  et  — —  nul  : 

da33dait  do,, 

Si     T  >,  o  ,  il  y  a  intersection; 

rfT    / 

il  v  a  non-intersection,  lorsque  — —  <^_  o  , 

««33 
/  T 

Si     T  =  o,  il  y  a  intersection,  lorsque  - —  "~>  o  , 

da  ■> 

dT 
il  Y  a  tangence ,  lorsque  — —  =  o. 

aa33 

Dans  le  cas  où  T  est  nul ,  l'intersection  se  compose  de 

deux  droites  parallèles,  et  le  contact  a  lieu  suivant  une 
droite  qui  a  pour  équations 

«^T  «"T  d2! 

'   du, da, ,  dattda,i  du     dau 

(21) 

dT  dT  d-T 

'       . : —  ^i : ; —  #a  — 


du     du ,,  da,,dan  da ,   da 


(  97  ) 

Seconde  hypothèse. 

cPT  ,  d-T        ,  _.  . 

est  nul  et  — —  aijferent.de  zéro. 


da,,  da.-  da,*  da. 


50    Si  l'on  remonte  à  l'équation  (4)  et  qu'on  forme  le 
carré  par  rapport  à  ,r3 ,  il  vient 

\dauda23J  \_dandati  da22da33        \eto22,-/«34/    J     * 

f     f/2T  ^T  rfT  r/'T     "1  _ 

[^da^ddti  da3ida2i       daHdai3  da2ida3ij 

après  avoir  posé 

d2T  d2T  d2T 

X,  = ■ —  x. 


da31dau  daiida23  danda3l 

Or  la  première  des  identités  (9)  devient 
,dT 


m>da 


r        /     d*T     \! 
„       \daHda7Sj 


d'Y.  .   ,,  .  .., 

ce  qui  nous  montre  que  - — ■  est  essentiellement  positif. 

dûn 

Si  1  on  fait  intervenir  les  relations  (10)  et  (22),  léqua- 

tion  précédente  deviendra 

, (  dT     ,  dT  dT      A 

y/T 

Premier  cas.   - — est  différent  de  zéro. 
da„  -u 


Si  1  on  pose 


dT  dT  dT 

clrii,  daH    '         da:, 


puisqu'on  ait  égard  à  la  seconde  des  relations  (S),  l'éqna- 
Ann.  dr  Mathémat.,  t.  Wlll.  (Mars  iS'19.) 


(9»  ) 
lion  (23)  pourra  s  écrire 

^      d  T 
T - 

vj  2  rfT  v:  »      da„dau 

Psous  avous  cleja  remarque  que  — —  était  positiij  nous 

voyons  doue,  à  1  inspection  de  cette  dernière  équation, 
qu'il  y  aura  intersection  tant  que  T  sera  différent  de  zéro 
et  tangence  lorsqu'il  sera  nul.  D'où 

(III) —    étant  nul,   et  — —  différent  de  zéro,   et  alors  il 

da^ldau  aait 

est  positif  : 

Il  y  a  intersection,   lorsque  T  ^o, 
Il  y  a  tangence,        lorsque  T  =  o 

51.   Deuxième  cas.  - —  est  nul. 
dati 

L'équation  (23)  devient 

La  seconde  des  identités  (8)  donne 

d'T     _       /dT\» 
dûndau~         \da,J 

Par  suite.  T  et  - —  s'annuleront  en  même  temps,  car 
daM  l 

est  différent  de  zéro,  par  hypothèse.  Si  T  n'est 


da„  dait 

pas  nul,  on  voit  qu'il  y  a  intersection 


(  99  > 
Si 

T  =  o  ,      don     — —  =r  o , 

a  a  24 

on  déduit  d'abord  de  la  relation  (22) 

d'T 
da^  dari 

de  la  seconde  des  relations  (10) 

=  o  ; 

da37,  da7i 

et  enfin  de  la  seconde  des  relations  (9) 

En  outre  la  première  des  relations  (8)  et  la  première  des 
relations  (14)  donneront  successivement 

dl  _         dl 
dati  dati 

ce  qui  nous  conduit  aux  équations  suivantes  pour  les  pro- 
jections de  la  courbe  d'intersection  sur  les  plans  des 
oc*  jr%  et  oc i  jc$  * 

1  da,. 
(27)  / 


(  X'    " 


Or  la  dernière  des  identités  (8)  nous  donne 


dl    r/T 
dan    da« 


=  (— Y 

OUi 

toujours  de  même  signe. 


™  .    ,.  dT        dT 

puisque   l=o;   ceci   nous  indique  que  — — et- —  sont 


(  10°  ) 

Mais  on  a.  en  outre,  d'après  la  quatrième  el  la  cin- 
quième des  identités  (8) , 


dT  dT 

— -  =  o,      — -  =  o; 

da-,,  art,. 


puis  d'après  (i4) 


dT  dT 

t  m,- h  m,  - —  =  o, 

\         dan  da„ 

(28) 

i         dT  dT 

f  m,- F-  w3  — — =0. 

ort,,  da?t 

On  voit,  d  après  ces  dernières  relations,  que— — et— — 

L  l       da^       dou 

s'annulent  en  même  temps.  Nous  pourrons  donc  tirer  des 
équations  (27)  les  conclusions  qui  forment  la  seconde 
partie  du  tableau  suivant  : 

d*T  dT 

IV)  et étant  nuls  tous  deux . 

daM  daH       da^ 

Si  T  ^  o ,       il  v  a  intersection  ; 

dT 

il  y  a  nnn-intcrsection,   lorsque  — — <C°* 

da2, 

dT 

Si  T  =  o,   '\   il  y  a  intersection,  lorsque  — — ~^>  o  , 

1  -  "<?22 

f      "I  !  dT 

I    il  y  a  tangence,  lorsque   — —  =  0. 

dai7 

52.  Pour  que  les  conclusions  que  nous  venons  de  dé- 
duire soient  légitimes,  il  faut  que  les  hypothèses  admises 
dans  ce  dernier  cas  soient  compatibles;  ou,  en  d'autres 
termes,  que  les  équations  (27),  qui  représentent  alors 
des  plans  parallèles  au  plan  do  .-*•,.*%.  admettent  les 
mêmes  racines;  c'esl  ce  sue  nous  allons  vérifier. 

Les  ('([nations  (27),  ou  mieux  les  équations  (4)  ci  (5), 


(   loi   ) 
deviennent,  en  ayant  égard  aux  hypothèses  actuelles, 


d'T        .  d'T  d'T 

2- 


(27  bis) 


da22  dàit     3  da„  da3i  da22  da33 

f/'T        ,  d'T  d'T 

■X3  Xn  -h 


daudau     3  daltda3i    "  daudai3 

Pour  que  ces  deux  équations  admettent  les  mêmes  racines 
en  x3 ,  il  faut  et  il  suffit  que 

d'T              rf'T  d'T 

da22  daH da22  da3i  da22  da3i 

(29.'  C/2T  (l2T  (/iT  • 


dau  dau       dau  da3i       dan  da33 

Or  des  relations  (  28) ,  puis  des  relations  (16)  et  des  rela- 

1  u  1  flT  '/T 

tions  analogues  obtenues  en  changeant  - —  en  - — 1    on 

daH         da33 

déduit  immédiatement 

dT  _     dT  dT  __  1    dT 

dan          dal2  dau       1  da2l 

d'T                d'T  a'T           1      d'T 


dait  da22 

dau  dal2 

dukk  dan       \  dau  dal2 

d'T 

d'T 

d'T           1      d'T 

da33  da22 

dai3  dai2 

da33  dan        \  da33  da[3 

d'où  1 

'on  conclut 

dT 

da22 

dï~ 

d'T 

d'T 

(3o) 

da^  da22 
d'T 

d'T 

dult  daHda„  dandan 

Si   l'on  introduit  enfin  ces  dernières  relations  dans  les 
premières  équations  des  groupes  (10)  et  (12) ,  on  arrive  à 

d'T 
, ,    v  dan  dai% 

(30  -^T-  =  )" 

dau  da3i 
Les  relations  (29)  se  trouvent  ainsi  vérifiées. 


(     1°2    ) 

Troisième  hypothèse. 
d3t  rf-T  d*T 


°>      yz—rr  =  °>    et     .,_    j  <  °- 


> 


da33  dau.  da12dait  daitd7~ 

53.   L'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  x5x3, 
qui  devient  alors 

d>T  d1!  d*T 

■T2  *3  •+■    -j j X1  T-i    -+-    j j -r3  X> 


dau  daJ3  da33  dau  da-^  da}i 

1       d'T 


2   da,i  da3i 
pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

I 


dn-,-  da-i  da^da7i        da«ida33  daitda13 
■ —jTt -.  =  0. 


\  da^da. 

Or,  de  la    première  des    formules  (7),    on  déduit  la 
relation 

d7T  dT     dT         dT    dT 


(33)  T 


da13dau        datt   da13        dai3  da^ 


qui  fournit,  en  ayant  égard  aux  identités  (9)  ei  (10)  el 
aux  hypothèses  admises,  la  relation  suivante  : 

_      £T     /       dT        dT  d'T        d-T    \ 

'        daudan\   da33daudanda3t      dan da33 datt danJ 

L'équation  {:>-())  prendra  dès  l"i^  la  forme 

r/,/t<    ,!,l 


i   io3  ) 
doù  1  ou  conclut  immédiatement  : 

,     ,        d'T  d'T      ,  ,  d'T 

{ V  )    - ; —  et : —  étant  nuls,  et  - - —  différent 

dai3daki        dandau  datidaJ3 

de  zéro. 

Il  y  a  intersection ,  lorsque  T  ^  o; 
Il  y  a  tangenec ,      lorsque  T=  o. 

Dans  ce  cas  on  a 
{35)  m»  dT  -(    diT     \\ 

-,        ,    i.  dT  ,  .  .  ,c 

c  est-a-dire  que  — —  est  nécessairement  positil  et  ne  peut 

être  nul. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  encore  four- 
nies par  les  équations  (18)  ;  la  vérification  en  est  facile. 

Quatrième  hypothèse. 
d'T        _  d'T      _    ,       d'T 


dau  da33  daki  da12  dakk  da2 

54.   L'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  x»_  x3 
sera  dès  lors 

,_,         d'T  d'T  i      d'T 

3°)     3 — H~  x'x''Jr  7i r~  **** -, — j — x]=o; 

da33da2i  dai7da3i  2  da22da33 

c'est  l'équation  d'une  droite.  Voyons  maintenant  ce  que 
devient  la  projection  sur  le  plau  des  x±  xz. 
Les  relations  (34)  et  (35)  donnent  d'abord 

dT 

(37)  -7-  =  o,      et     T=o; 

dau 

puis  1  on  déduit  des  identités  (8) 

dT  _  dT_    _  dT 

daM  <lii  ,  dal( 


(  io4  ) 

des  identités  (9)  et  (10) 

.  dT        /     ePT    \2  .  dT        I     d'T 


da33        \da33danJ  '  da32        \da22da3i 

des  identités  (11)  et  (i3),  ou  des  formules  (i5) 
d'T  d-T  d2T 


o,      - — - —  z=o, 


da^da,-  daikdal2  da^da,, 

On  voit  alors  que  l'équation  (  5  ) ,  projection  de  la  courbe 
d  intersection  sur  le  plan  des  x^  x3,  se  réduit  a 

,a    ,  ePT  d'T  1      d'T 

(•59;       -. ■j—^\Xi->f- — - — jc3x^ — j:j  =  o; 

da33duu  dauda3i  2.dandai3    * 

c  est  encore  une  droite.  Le  plan  coupe  la  surface  suivant 
une  droite;   l'autre  droite  est  à  l'infini.  Cela  aura  lieu 

dT        dT  ,    ■  ,     r  • 

tant  que- — ■  et  - —  ne  seront  pas  nuls  a  la  lois,  et,  dans 
da33        ila  il 

ce  cas,  ils  sont  nécessairement  positifs  (35). 
Si  1  on  a  à  la  fois 

dT  __  dT  _ 

da33  da., 

il  en  résulte  des  relations  (35) 

rfJT  tPT 


da„dau  da21da3i 

puis  des  relations  (11)  et  (12) 

d*  T  d3  T 


o ,     - . , —  =  o . 


da    du,,  '    da,,  du 

iue  la  premier!  droite  esl    tus  1  1  L'infini;  le 


(  '*5  ) 
plan  est  tangent  à  1  infini.  Ainsi 

d2T  d2T  d'T       .  , 

\I j—i     -, —  ,      - —  étant  nuls, 

da^dua        da22dau        da,3dau 

On  a 


u. 


dau 


et 


dl        d'ï 

II  v  a  intersection,  lorsque  — —  et  - —   ne  sont 

du33        da?2 

pas  nuls  à  la  fois. 

Il  y  a  tansence  à  l'infini  )  ,  dl  dT 

J  .  ,  )  lorsque  - —  =  o  et  - —  =  o . 

ou  coïncidence,  )  dai3  da-,. 

Cinquième  hypothèse. 

55.  Quel  que  soit  le  plan  donné,  un  au  moins  des 
coeffieients  mit  ///2î  r>h  n'est  pas  nul  j  c'est  la  ligne  cor- 
respondante au  coefficient  non  nul  que  nous  conviendrons 
de  placer  la  première  dans  le  déterminant  T.  Cette  pré- 
caution étant  toujours  prise,  il  en  résulte  que  la  quan- 
tité m1  ne  saurait  être  supposée  nulle. 

Il  ne  restera  donc  plus  a  examiner  qu'une  seule  hypo- 
thèse, celle  où  m,  est  nul,  car  la  valeur  de  niz  ne  joue 
aucun  rôle  dans  les  discussions  précédentes. 

Or  si  m,  =  o ,  le  plan  sécant  est  parallèle  à  l'axe 
des  ar2,  il  suffit  alors  de  discuter  la  projection  sur  le  plan 
de  x^  x3 ,  et  les  résultats  obtenus  dans  les  discussions 
précédentes  se  maintiendront  évidemment. 

56.  Je  vais  maintenant  résumer  les  conclusions  qui  vien- 
nent d'êire  établies,  en  en  présentant  le  tableau  sous 
divers  points  de  vue. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  Ï60 

voir  p.  45)  ; 

Par  M.   R.    VERNIER, 

Elève  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Amyot) 


Je  prends  pour   axes  de  coordonnées  les  droites  AB 
et  AC,  j'appelle  (a,  (3),    (a',  (3')    les   coordonnées  des 


points  X  et  Y  et  (xy,  y)  celles  du  point  O.  OX  et  OY  ont 

pour  équations 

P  —  y'  r 

r->  =  !h=7  C*-«). 

En  faisant  x=o  dans  la  première  équation  el   > ■  =  o 
dans  la  deuxième,  on  trouve,  tout  calcul  lait . 

ar'—  Sx' 
AM=-^ V' 

a  —  x 

8'  {bx'—ay') 
en  ayant  ézard  à  la  relation 


AN  = 


a'         B' 

puisque  les  points  \  .  \  ci  ^  sonl  en  ligue  droite. 


(   109  ) 
L'équation  de  MIN  est  donc 


-+.* 


J     <zy'  —  $x'  p'(p.r  — a/) 

OU 

(l)       jr  p'  («  -  *')  +  »p  (?  -  /)  —  P'  (a/  -  P*  )  —  O. 
Or  le  point  O  étant  sur  la  droite  BC ,  on  a  la  relation 

x         y' 
o         c 

d  où  on  tire 

&c  —  ex' 

y  — — z — 


En  portant  cette  valeur  de  y'  dans  l'équation  (i) ,  on  a 
une  équation  du  premier  degré  en  x'  de  la  forme 

x'  ( my  •+■  nx  -+-  p)  -+■  m'y  +  n'.r  +  //  =  o. 

La  droite  MN  passe  donc ,  quel  que  soit  le  point  O,  par 
l'intersection  des  deux  droites  fixes  my  -+-  nx  ■+-  p  =  o 
et  m  y  -\-n' x  -+-p'  =  o. 

En  supposant  que  le  point  O  vienne  successivement 
en  B  et  en  C,  on  voit  que  ce  point  fixe  est  à  3a  rencontre 
des  deux  droites  BY  et  CX. 

Note  du  Rédacteur.  X  et  Y  étant  quelconques,  les 
droites  OX  et  OY  sont  deux  faisceaux  homographiques  ; 
par  conséquent  les  points  M  et  N  forment  deux  suites  de 
points  homographiques  :  l'enveloppe  de  la  droite  MN  est 
donc  une  conique  qui  devient  un  point  lorsque  X ,  Y  et  A 
sont  en  ligne  droite;  le  point  A  devient  double. 

M.  le  capitaine  Lafonge  prend  pour  axes  les  droites  qui 
vont  des  sommets  A  et  C  aux  points  fixes,  et  démontre, 
parle  procédé  ordinaire,  que  la  droite  variable  passe  à 
l'intersection  de  ces  deux  axes. 


(  »io) 


SECONDE  SOLUTION  WE  LA  QUESTION  460  ; 

Par  M.  Chaules  FORT, 
Elève  du  lycée  de  Toulouse  (classe  de  M.  Haillecourt). 


Théorème.  Étant  donnés  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D, 
si  on  prend  deux  points  quelconques  M  et  N  sur  les  li- 
gnes AB, CD,  quon  tire  les  droites  NA,  NB,  MD,  NC, 
quon  joigne  EF,  cette  droite  pivote  autour  d'un  point 
fixe. 


Je  tire  les  deux  diagonales  AD,  BC,  je  joins  le  point  E 
à  leur  point  de  rencontre,  et  je  prolonge  EO  jusqu'à  sa 
rencontre  en  F  avec  AN.  Je  vais  prouver  que  M.  F,  C 
sont  en  ligne  droite. 


Les  triangles     et  les  transversales 


BCN 

MD 

BCN 

AD 

DOP 

AB 

DE  H 

AB 

EOH 

AN 

donnent 

PB.CD.NE  =  PC.ND.BE, 
CO  ND.BH^BO.INH  CD, 
PM  OB.DA  =  D!\I.AO.PB, 
DM.AH.EB  =  EM.BH.DA, 
EF.AO.NH  =  OF  AH.EN. 


Multipliant  membre  à    membre  ces   cinq  égalités  el 
supprimant  les  facteurs  communs,  il  vient 

PM  .  EF  OC  =  EM  OF  PC  , 


(  "«   ) 
les  points  C,  F,  M,  situés  sur  les  côtés  du  triangle  POE, 
sont  donc  en  ligne  droite,  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

Corollaire.  Si  le  triangle  M  CD  est  donné  et  que  le 
point  N  parcoure  sa  base  CD  en  entraînant  dans  son  mou- 
vement les  droites  ÎS  A,  NB,  la  droite  EF  passe  autour  du 
point  O,  ce  qui  démontre  le  théorème  de  la  question  160. 


THEOREMES  GÉNÉRAUX  SEGMENTAMES,  COIRBES  PLANES 
ET  SURFACES. 


\.  Soit 

N  =  o 

l'équation  dune  ligne  plane  de  degré  n\  par  un  point  A 
situé  dans  le  plan  de  la  courbe  menons  deux  transversales. 
Soient 

«i  ?      Kj ,      oc3,  .  .  .,      an 

les  angles  formant  les  n  asymptotes  (réels  ou  imaginaires) 
de  la  courbe  avec  la  première  transversale,  et 

les  angles  que  forment   ces  asymptotes    avec  la  seconde 
transversale 

P2,    plt..    ,    p; 

les  n  distances  au  point  A  des  points  d'intersection  de  la 
première  transversale  avec  la  courbe, 

?i,      f/2,--.,      q„ 
les  n  distances  au  point  A  dos  points  d'intersection  delà 


(     ***    ) 

deuxième  transversale,  on  a 

sin  a,  sin  a, .  .  .  sin  u„ />,  /?2  .    .  /->„ 

sin  [3,  sin  fc  . . .  sin  [3„       y,  .7,  .  .     7„ 

Démonstration.  Prenons  les  deux  transversales  pour 
axes  des  x  et  des  y;  les  deux  membres  de  l'équation  sont 

Q 

exprimés  chacun   par  le   même  quotient  —  •>  A  étant  le 

coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y  et  C  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  x. 

Corollaire.    Si    dans  deux  courbes   planes   de  degrés 

1  >  1  •        C 

quelconques,  rapportées  aux  mêmes  axes,  le  quotient  - 

est  le  même ,  le  membre  à  droite  de  l'équation  est  le  même 
dans  les  deux,  ce  qui  donne  une  relation  segmentai  re. 

Observation .  Tant  que  les  transversales  ne  changent 
pas  de  direction  l'équation  subsiste;  c'est  le  théorème 
segmentaire  de  Newton  que  Carnot  a  étendu  à  des  trans- 
versales formant  un  polygone. 

2.   En  faisant 

y  —  o 
dans  l'équation 

N  =  o, 
on  a  évidemment 

fx  —  C  {x  —  py  )  (*  —  Pl)  (.r  —  /?,)  .  .  .  (r  —  p„) , 

pu  />,,.  .  .,  pn  sont  les  points   racines  de  Gauss. 

Si  L'on  prend  sur  Taxe  des  .r.  à  partir  de  l'origine,  un 
point  15  tel  que  AP>  =  r,  on  a 

f{r)=C(r-Pl){r-Pl)...  (r-p„), 

r  —  /;, .  /•  —  />♦,••  -^  sont  les  distances  points-racines  au 
point  1). 


(  n3  ) 

i}.  Soient  données  un  nombre  quelconque  de  courbes 
algébriques  de  degré  quelconque  situées  dans  le  même 
plan.  Pour  fixer  les  idées,  nous  ne  prendrons  que  quatre 
courbes  données  par  les  équations  en  x,  y  : 

P  =  o, 
Q  =  o, 

R  =o, 

S  =  o, 

de  degrés  respectifs  nu  //,,  //.,,  «;,  où  //;  est  le  nombre  le 
plus  grand  \  formons  cette  cinquième  courbe  qui  sera  aussi 
de  degré  n.4  : 

a.  P  +  X,  Q  -H  >,,  R  -h  X<  S  =  o  ; 

les  /  sont  des  constantes  arbitraires.  Désignons  par  p,  q,  r,s 
ce  que  deviennent  P,  Q ,  R  ,  S  en  posant  y  =  o,  alors  la 
même  supposition  donne 

).,  p  -f-  Xa  q  +  ).3  r  -h  \  s  =  o  (  i  ), 

»,  <7,  r,  5  sont  des  fonctions  de  x  seulement. 

Désignons  par/?,,  qn  r, ,  $<  ce  que  deviennent/^,  </,,  r,  ^ 
en  prenant  .r  =  t.  -,  soient  a.  (3,  y,  cî  quatre  points-ra- 
cines de  l'équation  (i),  on  a 

*i/>*  +  X'  7a  +  *3  'a  +  À,  *«=  O, 

'>aPz  -f-  X2  qp  -h  X3  ri3  +  X,  *  3  =  o  , 
À,  /»y  +  ''-,  g 7  4-  X3  r?  +  X4  ^  =  o , 
X,  Pâ  -+■  X2  7^4-/3  r,  +  X<  ss  =  o. 

Eliminant  les  X  on  a  la  relation 


Déterminant 


/>«.  7a.  r«>  *« 
fy-  7,?,  >>i  ^ 
*V        V        V        *7 

'     G   '  »  0    '  O'  0 

ii»n.  tfc  Malhémat.,  t.  X^  III.  (Mars    l85().) 


(  "4  ) 

Or  tous  ces  termes  sont  des  produits  segment  aires  dans 
les  courbes  P,  Q,  R,  S  [voir  p.  112). 

On  a  donc  ici  une  relation  segmentaire  générale  indé- 
pendante des  ),  et  s'appliquant  à  toutes  les  cinquièmes 
«ourbcs  formées  par  î'O/e  d'addition. 

Les  quatre  valeurs  a,  /3,  7,   5  sont  susceptibles  de  six 

combinaisons  binaires  ;  on  a  ainsi  six  de  ces  relations  seg- 

ment aires,  lesquelles  ayant  quelques  segments  communs, 

fournissent  d'autres  relations  où  le  nombre  des  segments 

est  diminué. 

_  ,  nArti  —  1)  («4  —  2)  (««—  3)         ,.      . 

Les  //v  donnent  ! — „    ,    combinaisons: 

1.2.3  4 

1  «        .         1  ,1  /?4    («4— l)(«4  — 2)(«4  —  3) 

on  a  donc  généralement  parlant  — -*—. — 

relations  segmentai res. 

Remarque.  Quatre  quelconque  de  ces  cinq  équations 
des  courbes  étant  données,  la  cinquième  s'en  déduit  par 
voie  d'addition.   Soit 

a  P  -f-  X,  Q  4-  /,.  R  -+-  > .  S  =  T  =  o, 
on  déduit 

A.  En  prenant  seulemen:  deux  courbes  P=  o,  Q=  o, 
ces  courbes  et  la  troisième  qui  en  dérive  passent  par 
les  mêmes  n,  n?  points. 

Si 

on  a  trois  coniques,  et  la  relation  segmentaire  est  connue 
sous  le  nom  ftinvolution.  Desargues  l'a  énoncée  le  pre- 
mier pour  les  trois  couples  de  droites  du  quadrilatère 
complel  \  Sturm  Ta  étendue  aux  coniques. 

'.    Prenant  un  point  fixe  dans  le  plan  des  cinq  courbes, 


(  »5  ) 
les  équations  des  polaires  de  quantième  quelconque,  relati- 
vement à  ces  cinq  courbes,  ont  la  même  dépendance  que 
les  équations  des  courbes,  c'est-à-dire  que  l'une  quel- 
conque peut  être  formée  par  voie  d'addition  au  moyen  des 
quatre  autres;  donc  le  théorème  segmentaire  s'applique  à 
ces  polaires. 

p     (IP    ,    dP  1  u     i     i  r 

o.   — 1 — —  =  o  est  la  courbe  de  deiïre  n,  —  i  renier- 
ai:       a y  ° 

niant  les  (//j  —  i)2  pôles  de  la  droite  située  à  l'infini.  On 

voit  que    les   cinq  courbes   qu'on  forme   ainsi  jouissent 

encore  de  la  propriété  segmen taire. 

7.   Soient 


P  =  A  y'"  -f-  .  . 

•  +  F,  , 

Q  =  A  y'"-  -+-  . 

•  •  -4-F,, 

R  =  A  r»'  +  . 

..+F„ 

S  =  Ay*  +  ., 

•  •  -h  F, , 

désignant  par  T  la  cinquième  courbe  variable,  on  a 

T  =  A  y»*  ■+-  . . .  H-  Fs , 
d'où  (p.  1 1 3) 

F5~)MF,  +  a,F2  +  /3F  +  /4F4. 
Si 

F,  =  F,  =  F3  =  F,  , 
alors 

F5  —  (X,  h-  Xa  H-  >.3  -H  Â4  )  F.. 
Si  Ion  prend 

>.,  -h  >-2  +  XB  4-  A,  =  I  ; 


on  a  aussi 


F 


Alors  le  produit  des  dislances  à  l'origine  des  points- 
racines  situés  sur  l'axe  des  y  est  le  même  dans  toutes  ces 
courbes.  Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  courbes  P  et  Q,  on  peut 
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toujours  choisir  sur  Taxe  des  y  une  origine  telle  que  Fa 
devient  égale  à  Ft.  Lorsque  les  deux  courbes  sont  des 
coniques,  celte  origine  porte  le  nom  de  centre  cFinvo- 
lulion. 

8.  P,  Q,  Pt,  S  pouvant  représenter  des  surfaces,  on 
vient  à  des  conclusions  analogues. 

Note.  Nous  ne  possédons  qu'une  géométrie  étriquée; 
quand  aurons-nous  une  géométrie  finitésimale,  infinité- 
simale, embrassant  toute  rétendue?  C'est  la  tâche  et  même 
le  besoin  de  l'avenir:  car  la  besogne  s'allonge  et  nulle- 
ment la  vie  •,  les  divers  genres  d'ambitions ,  forces  motrices 
intérieures  et  extérieures  de  la  société  actuelle,  laissent 
peu  de  place  à  la  vie  méditative  et  même  aux  soins  de  la 
vie  physique.  La  limite  assignée  par  M.  Flourens  restera 
encore  longtemps  parmi  les  pia  desideria.  Cependant 
cette  limite  a  probablement  existé  dans  les  temps  pri- 
mitifs; elle  est  assignée  de  Dieu,  cent  vingt  ans  (Ge- 
nèse.  \  ,  3). 


QUESTIONS. 


4(32.  Dans  un  tétraèdre,  le  produit  des  sinus  des  deux 
angles  dièdres  opposés  est  proportionnel  au  produit  «les 
arêtes  de  ces  mêmes  angles  (Mention  ). 

463.  Soit  l'équation 

.r"  -4-  a,  ;r"-'  -f-  <7 •.«"-'  +  .  .  .  H-  «„_,  x  ■+■  a„  =  o. 

Si 

(n  —  \)a\  —  («+  2)a,<o, 

I  équation    a    au    moins    un    couple    de    racines    im. lu- 
naires. (Tœplitz.) 


(   "7  ) 
46-4.   Démontrer  que   l'équation  de  la  sphère  Circon- 
scrite à  un  tétraèdre  est 


gft  sin  (7, c?)  sin  (gy,  [57)  sin  (  ao,  ft<?) 
sin  (a,  p) 


o, 


a,  (3,  y,  (J  sont  les  premiers  membres  des  équations  des 
laces  mises  sous  la  forme 


x  cos  a  ■+-  y  cos  a  -+-  z  cos  a 


(y,  â)  représente  l'angle  que  fait  la  face  y  avec  la  face  â, 
(ay,  (3 y)  angle  que  fait  l'intersection  des  faces  7.  et  y  avec 
l'intersection  des  faces  (3  et  y.  (Prouhet.) 


465. 

«.a -+-3...    a  +  («  —  2)5.  a  +  («  — 1)0 
a  4-     rî .  a  -h  2  rî .  .  .  a  -f-  (rt  —  I  )  c?  a 

K+25.a4-35..  .  a  sc  +  J 


(«  <?"-')  [2  a  +  (N-l)<î] 


«  — i<î     a.  .  -a-r(n  —  3)8.     a -+-(«—  a)5 
Si  l'on  fait 

on  retombe  sur  la  question  432  (t.  XVJ1,  p.  i85). 

(MlCHAEL    RoBERTS.) 

466.  Par  un  point  fixe  A  pris  sur  l'intersection  de 
deux  plans  fixes,  on  mène  dans  un  de  ces  plans  une  droite 
variable,  et  dans  le  second  plan,  par  le  même  point  A, 
une  droite  perpendiculaire  à  la  première  droite;  puis 
toujours,  par  le  point  A,  une  troisième  droite  perpendi- 
culaire aux  deux  premières  5  démontrer  que  l'enveloppe 
du  plan  des  deux  premières  droites  est  un  cône  du  second 
degré;  et  de  même  la  surface  écrite  par  la  troisième 
droite.  (  Mac-Ci  i  lagh.) 


(  »8) 
Application  «à  la  sphère  do  centre  A.         (Cayley.) 

467.  Lorsque  dans  un  tétraèdre  deux  hauteurs  se  ren- 
contrent, les  deux  autres  hauteurs  se  rencontrent  aussi. 

•468.  Faire  voir  que  p  étant  un  nombre  entier  positif 
quelconque,  on  a 

mP       niP  (mf  —  iP)       mP  {mP  —  \P){mP  —  iP) 

o  =  i  p 1 5 ! — '  -+-.... 

\P  \p.ip  iP.2.p.3p 

(Bourget,  prof,  de  Faculté  «à  Clermont.) 

469.  Soit  le  triangle  ARC  et  D  un  point  sur  BC,  on 
aÂÂ'.CD  +  ÂC*  .  BD  —  Â1?.BC=BC.CD.DB. 


SOLUTION  DE  LA  DEUXIEME  QUESTION  DE  M.  STREBOI! 

(\oir  I.  IX,   p.  182); 

Par  M.    GENOCCHI. 


Théorème.   Si  la  jonction 

y  =  log  tang  Q  +  "|  J 


étant  développée  suivant  les  puissances  de  x,  donne  la 

série 

y  =  axx  -+-  a,x3  -{-  a^x*  -\-  a-x~  -+-  .  .  .  , 

le  développement,  f/ex,  suivant  les  puissances  de  y,  sera 


x  =  a, y  —  «,/-+- <76)~  <i,y\  .  .  . 
Car,  on  a 

(n       x\  lit       x\  1 

4-ïJ  =  cotU  +  âj=:-      1,     x^ 


(  "9) 
ii  s'ensuit  que  la  fonction 

changera  de  signe  avec  x,  et  que  par  conséquent  son 
développement  ne  doit  renfermer  que  des  puissances  im- 
paires de  cette  variable.  En  faisant 

7T  V 

4     2 

et  substituant  les  expressions  imaginaires  connues,  on 
trouve 

i        cuV'~—  i   . 


&  z=  tan«  t 


V7— i  >'v'-1 


mais 


donc 


donc 


-;  —  \J—  i  «*v'- 


y/  —  i  c 


y/^7  c/  —  i 

~~  y/— i  ^  +  i 


On  voit,  par  la  comparaison  de  ces  deux  équations,  que 
si  l'on  changer  en  y  y/ — i,  on  doil  aussi  changer  y  en 
xsj — i  :  en  supposant  donc 

y  =  a,  x  -f-  d  ,y  -f  aiyi  -+■ .  •  .  , 

et  remplaçant  x  par  y  y/ — i,  y  par  x  v/ — ï,  on  en  con- 
clura 

rr,  i   —  a    )     -\    a    » ''  —  .  .  .  . 


(  I2°  ) 

Les  coefficients  <7l5  a3,  as,  .  .  .  ,  rentrent  dans  ceux  que 
présente  le  développement  de  la  sécante,  et  qui  ont  été 
étudiés  par  Euler  dans  son  Calcul  différentiel,  ie  partie, 
§§  224-226.  Ils  ont  beaucoup  d'analogie  avec  les  nombres 
de  Rcrnoulli.  On  les  exprime  de  la  manière  suivante  par 
des  séries  et  par  des  intégrales  définies  : 


2  /  2  \  "  r       1       1       1 

n  \t.j    |         o"      5"      7" 
2"-1-'         Ty-         z"-ldz 
~  1.2..  .  n  Jo       e~      <e~~ 


EQUATIONS  RÉSILIANT  DE  DIVERSES  ELIMINATIONS; 

D'après  BEZOUT. 


1.  Pour  opérer  l'élimination,  Bezout  a  le  premier  in- 
diqué la  méthode  des  polynômes  multiplicateurs 3  méthode 
la  plus  générale,  la  plus  complète,  la  plus  philosophique, 
la  seule  qui  soit  entièrement  satisfaisante.  Toutefois  on 
n'en  parle  nulle  part.  C'est  qu'on  ne  lit  pas  l'ouvrage  où 
cette  méthode  est  consignée.  Auteur  d'ouvrages  élémen- 
taires, modèles  jamais  égalés  en  clarté  et  en  élégance, 
Bezout  a  négligé  ces  deux  qualités  dans  son  ouvrage  fon- 
damental, dans  sa  Théorie  générale  fies  équations  (1 779), 
chef  d'oeuvre  d'analyse,  dont  Jacobi  faisait  un  très-grand 
cas,  et  qui  renferme  toutes  les  prétendues  nouveautés  en 
fait  d'élimination,  entre  autres  le  théorème  (p.  34a> 
n°  4°2)?  v[  en  partie  aussi  pour  les  déterminants  (p.  388 
et  suivantes).  Par  des  questions  préparatoires,  nous  es- 
îayerons,  volente  Deo,  de  faire  connaître  cette  méthode. 
En  attendant,  nous  donnons  ici  quelques  résultais  qui 
eronl  souvcnl  consulu  • 


(    121    ) 

2.  Notation.  Les  lettres  a,  6,  c, .  .  . ,  désignent  des 
fonctions  quelconques,  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables (a  b')  =  [aU—  a'  b)  ;  [ah'  c")  désignent  des  déter- 
minants. 

R  désigne  l'équation  résultant  de  l'élimination. 

Premier  exemple, 
a  x  -f-  b  =  o  , 
a'  x  -4-  6'  =  O, 
R)        [ab')  =  o. 

Deuxième  exemple  (p.  3oo)  (*). 
«.r-  -+-  &.r  -+-  c  =  o , 

(R)  (ab')(be)-!ac'y  =  o. 

Troisième  exemple  (p.  3oo). 

rtX3  H-  &j5  -|-  c\r  +  <:/  =  o  , 
«'.r3  -+-  b' x-  -+-  c' x  -i-  d'  =  o, 

(11)  [  [ab')  (bc')-  (ac'Y  +  (*<*')  (flé')l  («0  ) 

_[(«&')  (W)  —  (ac')(«rf')](W)  >    =0. 

+  [(«*') («0  -(^'/](«r/')  1 

Quatrième  exemple   (p.  3 1  C)   . 

<;x:  -+-  fcrj  +  C  r-  -4-  r/.r  +  <?j  -f-/=  O , 
<■/'  .r  J-  e'y  H-/  =  o, 
d"x-\-e"y  +/'  =  o, 
(R)  r  (,/'/')'  -4-  (</'  f")  «/"J  -  6  (  <?'/')  K/")  +  «  Vf  y  =  °  • 

Si 

(d'e")  =  o, 


Ces  pa  [es  sonl  celles  de  l'ouvrage  de  Bezoul 


(  I22  ) 

alors  on  a 

(H)     K/")  =  o. 

Cinquième  exemple  (p.  325). 

axy  -+-  bx  -f-  cy  -f-  d  =.  o, 
à  xy  -4-  b'  x  -f-  c  y  -+-  d'  =  o  , 
a"  xy  -f-  b"x  -+-  c'y  •+-  d"  =  o. 
(R)  {ab'  c")(bc'  d")  —  {ac'd")  (ab'd")=  o. 

Sixième  exemple  (p.  32Ô). 

«x2  -f-  bxy  ■+■  rx  -f-  <7>   4-  e  =  o , 

a'  x7  -f-  6'  xy  -+-  c'  x  -f-  d'y  +  c'  —  o  , 

^".r;  +  i"  aj  -f-  c"x  +  rf  /  -f-  c"  =  o  . 

(R)       [(flôc")(ôc'<T)  —  («£V)  (flc'rrj  +  («6'c")(«*'rf")](<rrf'e") 

+  [(«&V)  {bd'c")—(ab'd')  (ad'e")](ad'e") 

+  [(tfè'c")  (icV)  —  (aé'c")  (ac'e")  — (flé'c")2]  (bd'e")  —  o. 


DE  QUELQUES  QUESTIONS  D'ANALYSE  INDETERMINEE 


I. 

Résoudre  en  nombres  entiers  V équation  x~ — ny*  =  i, 
<7<7//s  laquelle  on  suppose  que  n  représente  un  nombre 
entier,  positif,  non  carré. 

I.  Cette  question,  proposée  par  Fermât  «  comme  un  défi 
à  tous  les  géomètres  anglais,  »  n'a  été,  en  définitive,  ré- 
solue d'une  manière  complète  et  rigoureuse  que  par 
Lagrajvge;  il  en  a  donné  deux  solutions;  la  seconde  (*), 

(*)  Algèbre  d'Eu  1er,  (    11,  Iddi lions,  e\  Théorie  des  nombres  de  Legendri 


(  "3  ) 
fondée  sur  les  propriétés  des  fractions  continues  pério- 
diques, se  déduit  simplement  d'une  proposition  établie 
dans  les  Nouvelles  Annales. 

Il  a  été  démontré  (t.  I,  p.  19  et  20)  que 

La  racine  carrée  d'un  nombre  rationnel,  qui  n'est  pas 
un  carré,  est  exprimée  par  une  fraction  continue  pério- 
dique, dont  la  période  est  précédée  d'un  seul  quotient 
incomplet;  et  qu'en  outre,  le  dernier  quotient  incomplet 
de  la  partie  périodique  est  double  du  quotient  incom- 
plet qui  précède  la  période. 

On  peut  donc  écrire 


\jn  =  a  -+- 


b 


4- 


P  + 


7  + 


1 
2a  + 


<v-}-etc., 


etc. 


ou,  parce  que    2  a  H —  =  a  -+-  \jn, 

(1)  \fn  =  a.-\ 


a 


b 


a  -+-  \]n . 

Désignons  par  -—l'une  des  réduites  correspondantes  a 
lavant-dernier  quotient  incomplet  q  de  la  période,  et 
par —la  réduite  précédente  qui   se  termine  au  quotient 


(  «M  ) 

incomplet  p\  l'équation  (i)  donnera,  comme  on  sait, 

/-          Qi'a-hy'*)  4-P 
V«  =  — — ' 

d'où 

Q  a  +  P'-Q)  \j~n  =  Qy.  4-  P  —  Q'//. 

Mais,  v/i  étant  supposé  incommensurable,  cette  der- 
nière équation  exige  qu'on  ait  : 

Q'«H-P'  —  Q.—  o,     et     Qa  +  P  —  Q'n  =  o. 


De  là 


Q  —  P'  Q'  h  —  P 

■  =  "*-'      "     "=— Q— 

Donc. 

Q  —  P'  _  Q'«  —  P 

~ Q^--      ~Q~ ': 
et,  par  suite, 

(2)  QJ—  «Q'2  =  QP'  —  PQ\ 

Lorsque  —  est  une  réduite  de  rang  pair, 
QP'  —  PQ'  =  -r-  1 , 

•      Q  -,      •  ! 

et  si  --7  est  une  réduite  de  rane  impair. 
Q'  &        l 

QP'  —  PQ'  =  —  i  ; 

dans  le  premier  cas  les  nombres  entiers  Q  et  Q'  satisfont 

a  l'équation 

./•-  —  in  -  =  1 , 

dans  le  second  ils  donnent  une  solution  entière  de  l'équa- 
tion 

//> :  —  .».-'  =  1 . 

Or,  en  nommaul  />  le  nombre  des  quotients  incomplets 


(  "»5  ) 
rz,  b,. ..,/;,  </,  22,  de  la  période-,  et  h  le  rang  d'une  pé- 
riode, Ja  réduite  correspondante  à  l'avanl-dernier  quo- 
tient incomplet  de  celte  période  sera  évidemment  hh  :  il 
s'ensuit  que,  si  À  est  pair,  les  deux  termes  d'une  réduite 
correspondante  à  lavant-dernier  quotient  d'une  période 
de  rang  quelconque,  donneront  une  solution  entière  de 
l'équation  xi  —  nj-  =  i .  Et  que,  si  k  est  impair,  on  aura 
une  solution  entière  de  l'équation,  en  prenant  les  deux 
termes  d'une  réduite  correspondante  à  l'avant- dernier 
quotient  incomplet  de  toute  période  de  rang  pair. 

Par  conséquent,  l'équation  x"2  —  ny~  =  i  admet,  tou- 
jours, une  infinité  de  solutions  entières.  11  reste  à  faire 
voir  que  la  règle  précédente  donne  toutes  les  solutions 
entières  de  celte  équation.  G. 

La  fin  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  457 

(voir  tome  XVII,  page  434)  ; 

Pau  M.   J.   DE  VIRIEU. 


La  formule  proposée  est  un  cas  particulier  de  la  se- 
conde des  formules  suivantes  : 

4-R  Ur  l-f-fR-hiT 


9  \3/  '\3  3  5 

I     I     2   2   4 


12  \ 

1       ,  „%  /  i    i  7.      in —  lin — 2     m 

I  +  R+«  S)   Tr-= ■ -^ 5 

f      v  '\3  3  5      2«-r-i  2//-r-3  in — 6 


\-\~     .  .  à  l'infini, 


et 


126 


R  +  (R+*)m  kr+^)U4x' 


a)     '   ^~ 
+  CR  +  35)  f-4-i 

(4R  +  5)  -z  =  {  \2   4   °; 

»  *  n  / 1  1  3       2//  —  1  \ 

+     R+    „  +  ,<?-.-- — 

L  v  '     J  \2  4  t>  2  «  H-  2  / 

\      H-  ...  à  l'infini, 

où  R  et  J  représentent  des  constantes  quelconques,  n  une 
variable  positive  croissant  indéfiniment  à  partir  de  zéro, 
et  dont  les  accroissements  successifs  sont  égaux  à  1. 
Ces  formules  se  déduisent  de  l'expression  due  à  \S  allis, 

77  22446       ,.,..-. 

-  =  lim  -• -•?•? à  I  infini. 

2  1    3    3   5    7 

En  effet,  posons 

'4     4\  /2/2-T-2      2rt  +  2 


"n  =        - 


I      3/     \  3     5/  \ln  -h   l      2/2  +  3 

2    |\  /        2  tt  2  «  -f- 


3  3/        \  2  «  -f-  1    2  «  -j-  i 


1     /  3   3  \        fin  -\-  1    2  «  h-  1 
f«  =  —     - 


4  /  \      2  n        2  /i  + 

\22/\4     4/  \2rt  +  2     2/<  - 

En  vertu  de  l'expression  de  ^V  allis,  on  a 


2  7T 


et  pour 


77  2 

«  =  -4-oo.    lim  «„  =  -  =  lim  «•„,     lim /„  =  — =  lini3„, 
2  - 


i«„  =  + 


A  «'„  =  — 


1  «7  ) 

I  /2  4  2/2  +  2~'  s 


(2/2  +  3)  (2/2 +  5)   "       2«  +  5\35       2/2  + 3; 

I  I  /  2  4  2  /2  +  2  '*  2 


(2Z2  +  3)2  2/2  +  2      \3   5  2/2  +  3 

1  .  ,,  (  l     I    3         2/2-4-1  Y 

Af„=  +  : — r-, —^-^=-4- (2/1+4)1—  j-^ -y 

(2/2  +  2)  (2/2+4)  V2  4  "        2/2+4/ 

I  ,  /  I     l    3  2  /2  +  I  \  2 


2  «  -+-  4  )*  \  2  4  6      2  n  +  4 

Mais  on  a 

Jn  =^«  +  ^/o  +  A  V,  +  •  •  •  +  Aj„_,. 

Remplaçant  j'  successivement  par  u,  v ,  t,  z ,  on  a 

4     i  /2\j    1/24 
2  4 


2  /i  +  1  \  3    5         2  «  +  1 
-2(3)  —4(3*5, 

2  4 


2/2  V  3      5  2/2  -f-  1 


^=;+.«(ï-?),+6'(ï-?-b),+- 

.  / 1     1     3         2  /z  —  1 

8«  =  4~3(H)  ~"5(H'ë 

.  .  /'  1     1    3         2/2—1 

X  '    \  2      4      "  2/2  +  2 


(  "8) 
a  •>  bif->§  étant  des  constantes,  Ton  a 


[|a  +  36 


3/; 


+  (2fl_56)(i.i.| 


Olln  -f-  /'('„  = 


-f-(4« 


224 


/ 1     12 
^U'3'5    5 


+  [2/?<7  —  (2/7  +  3)  &] 


2  rt  —  22/?  —  2  2 


^ 


I    2  rt  -h  I    2«  +  3/ 


*+*>=    +(<y:-5,)(i.}.*),+.. 


+  [(2»  +  2)/—  (2«  +■  i)âr] 

/  1     1    3         2  «  —  1 
x    --/-r-  • ; — ■ 

\  2      4     "  2«H-2 


! 


Posons   dans    la    première    équation    a  =  -  ô — ~R, 
b  =  —  5  R  ,  et  dans  la  deuxième,  g  =  \\,fz='R-\ —  â ,  on 


obtient 


(35  —  2R)k,-  ïRr, 


60  —  i3R       „  /i 

+  ~T—  +  R(3 

+  (»+*>  (rH 

+  (*+al)(j.J 

+  (R  +  /î*) 


224 
S'5'7 


/ 1    1    a  m  —  2  2  «  —  2      2  «     \ 

<  \  3  '  3  "  5  '  '  '  ?./#  +  1  2/î+  1  2 n  +  ZJ 


129 


et 


»R  +  o)tn+  2Rz„ 


4-R  +  (R-|-f)^y 


X 


R+  (/i  +  i)*] 
i     i    3         2  «  —  1 

2      /j.      6  2/î  +  2 


En  passant  aux  limites  (p.  126),  on  a  les  formules 
annoncées    au  commencement   de    cet    article.    Faisant 

S  =  o,     R  =  1 , 

on  a  la  solution  de  la  question  4^7. 

Note.  M.  Hatterer  (J.) ,  maître  répétiteur  au  lycée  de 
Clermont-Ferrand,  donne  une  solution  déduite  aussi  de 
l'expression  Wallis. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  376 

ÏTOir  t.  Wl.  p    179    ; 

Par  M.    DE  JONQUIÈRES. 


Il  s'agit  de  démontrer  que  sur  une  surface  du  troisième 

degré  il  existe,  en  généra/,  vingt-sept  droites. 

Cette  question  a  été  traitée,  il  y  a  quelques  années,  par 
MM.  A.  Cavley  et  G.  Salmon.  Je  ne  fais  guère  qu'analy- 
ser diverses  publications  de  ces  deux  savants  géomètres. 

Lemme  I.  Le  cane  circonscrit  à   une    surface   du  de- 

Ann.  de  Maihêmdt.,  t    M  III       \\ni  u 


{  i3o  ) 
gré  m  est  du  degré  m  [m — i);   il  a  m  [m — i)  (m  —  2) 
arêtes  de  rebrous  sèment ,  et-m[m  —  1)  [m — 2)  (m — 3) 

autres  arêtes  doubles. 

Pour  le  démontrer,  soit  U  =  o  l'équation  de  la  surface 
exprimée  en  coordonnées  quadrilittères  x,y,  z,  t.  Soient 
aussi  (x,  y,  z,  t),  (.r',  /,  z',  t')  les  coordonnées  de  deux 
points  a  et  a' 5  celles  du  point  qui  divise  la  droite  aa  dans 
le  rapport  de  X  à  u,  seront 

\x  -+-  y..v',      \y  -4-  uj',      Xs  +  p  z',      lt  +  P  t' . 

Substituons  ces  expressions  aux  coordonnées  courantes , 
dans  l'équation  de  la  surface,  l'équation  résultante  sera 

du  mtime  degré  en  r*  et  ses  m  racines  seront  les  valeurs  des 

coordonnées  des  points,  où  la  surface  est  rencontrée  par 
la  droite  aa'. 

Le  résultat  de  cette  substitution  sera,  en  vertu  <\u  théo- 
rème de  Taylor  appliqué  aux  fonctions  de  quatre  va- 
îiables, 

rui=xmu+xm-iu  AU+ —  A*U+.  .  .  =0, 

L    J  r  1.2 

où  l'on  représente,  pour  abréger,  par  le  symbole  A  l'o- 
pération 

.  à  ,  à  ,   d  ,  d 

Actuellement  soit  <p(U)  =  o  l'équation  qui    exprime  la 

condition  nécessaire  pour  que  l'équation  [U]  en  -  ait 

deux  racines  égales.  Si,  dans  cette  équation,  on  regarde 
x,y,  z,  t  comme  variables,  elle  représentera  le  lieu  géo- 
métrique de  tous  les  points  tels,  que  la  droite  qui  joint 

•    Sous-entendez  d\ 
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chacun  deux  au  point  a   touche  la  surface  donnée  5   en 
d'autres  termes,  cette  équation  de  condition 

?(U)  =  o 

sera  l'équation  du  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet  au 

point  a!  (a/,  y',  z1,  tf). 

Or  on  sait,  par  l'algèbre,  que  la  condition  dont  il  s  agit, 

relativement  à  une  équation  homogène  à  deux  variables 

X  et  jui,  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination 

.       ,  .         .  ,,  .    ,      d[V]       d[U]     _ 

entre  les  deux  équations  dérivées  ■    ,.     et  — - — =•   Un  voit 
1  dh  dp 

donc  que  cette  équation  résultante  est  du  degré  ni  (m — 1) 
en  x,  y,  2,  t\  or  c'est  l'équation  du  cône  circonscrit. 
Donc  la  première  partie  du  lemme  est  démontrée. 

Les  arêtes  de  rebroussement  du  cône  circonscrit  sont 
celles  qui  rencontrent  la  surface  en  trois  points  consécu- 
tifs et  infiniment  voisins  (*).  Soient  (x,y,  z,  t)  les  coor- 
données du  point  de  contact  d'une  telle  arête,  l'équation 
[U]  =  o  doit,  dans  ce  cas,  être  divisible  par  p?.  Donc 
le  point  de  contact  en  question  est  l'un  des  points  d'in- 
tersection des  trois  surfaces  U  =  o,  AU  =  o,  A2U  =  o, 
qui  sont,  respectivement,  des  degrés  m,  m — ï,  m — 2. 
Le  nombre  de  ces  points  singuliers  est  donc ,  en  général , 

m  [m  —  1  )  ( m  —  1  ) , 

et  tel  est  par  conséquent  aussi  le  nombre  des  arêtes  de  re- 
broussement du  cône,  comme  il  s  agissaitde  le  démontrer. 


(*)  Le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  coupe  cette 
surface  suivant  une  courbe  qui  a  un  point  double  au  point  de  contact  du 
plan.  En  chaque  point  double  d'une  courbe ,  il  existe  deux  tangentes  ; 
■  loue,  en  chaque  point  d'une  surface,  on  peut  lui  mener  deux  tangentes 
qui  aient  avec  elle  trois  points  communs  inliniment  voisins.  On  Conçoit 
qu'il  cxisle  sur  la  surface  certains  points  tels,  que  l'une  <le  ces  deux  tan- 
gentes singulières  passe  par  le  sommet  du  cône  circonscrit,  ('.«'tic  tangente 
est  alors  une  arête  <le  rebroussement  <ln  eone. 
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Enfui  les  arêtes  doubles  ordinaires  du  cône  circonscrit 
sont  celles  qui  touclient  la  surface  en  deux  points  distincts. 
L'équation  [U]  =  o  a,  dans  ce  cas,  deux  valeurs  de  u. 
nulles  et  deux  autres  égales  entre  elles.  Donc  les  coordon- 
nées de  l'un  quelconque  des  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes doubles  doivent  satisfaire  aux  équations 

U  =  o,      AU=o     et     4»(U)  =  o, 

dz  (U)  =  o  étant  l'équation  qui  exprime  la  condition  né- 
cessaire pour  que  l'équation 

—  V-2  A!UH -  lm~z  u  â3U  +  .  .  .  =  o 

1.2  1.1.5 

ait  des  racines  égales.  ^(U)  est  évidemment  du  degré 
[m —  2)  (m — 3)  en  x,j,  z,  t.  Donc  le  nombre  des  points 
de  contact  des  tangentes  doubles  est ,  en  général , 

m  (m  —  i)(w  —  2)(m  —  3), 

et,  par  conséquent,  celui  des  tangentes  doubles,  qui  est 
aussi  celui  des  arêtes  doubles  du  cône  circonscrit,  est  égal 

h  -m  (m  — 1)  (m  —  2)  (m  —  3)  ;  ee  qui  complète  la  dé- 
monstration du  lemme. 

Lemme  II.  Le  nombre  T  des  plans  doubles  tangents 
au  cône  circonscrit  à  une  surface  du  degré  m,  est  donné 
par  la  Jormule 

T-lm(m_2)(;»!-9)-(2D  +  3D')(m!-m  —6) 

-4-  2D(D  —  i)  +  6DD'+  9d'(D'—  i), 
2 

dans  laquelle  D  et  \)'  représentent,  respectivement ,  les 
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nombres  de  ses  arêtes  doubles  et  de  ses  arêtes  de  rebrous- 
se me  rit. 

Pour  le  démontrer,  je  rappelle  les  formules  suivan- 
tes, qui  sont  élémentaires,  dans  la  théorie  générale  des 
lignes  courbes  : 

m  étant  le  degré  d  une  courbe  algébrique  plane: 

//  sa  classe; 

D  le  nombre  de  ses  points  doubles  ; 

jy  celui  de  ses  points  de  rebroussement  ; 

T  celui  de  ses  tangentes  doubles  5 

T'  celui  de  ses  tangentes  d'inflexion  ou  stationnaires  5 

Ou  a  les  trois  relations  fondamentales 

m  (m  —  1)  =  «+2D  +  3D', 

n{n  —  i)  =  ffi+2T+  3  T', 

3  m  (  m  —  2  )  =  6  D  +  8  D  +  T , 

dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  par  la  théorie  des 
polaires  réciproques.  On  en  conclut  l'équation  citée  dans 
le  leinme,  en  les  combinant  entre  elles  et  en  éliminant 
n  et  T'. 

Or  ces  formules  conviennent  évidemment  aux  surfaces 
coniques  aussi  bien  qu'aux  courbes  planes.  Donc  l'équa- 
tion du  lemme  est  justifiée. 

Corollaire.  On  en  conclut  que  le  cône  du  sixième  degré, 
qui  est  circonscrit  à  une  surface  du  troisième  ordre,  n'a 
aucune  arête  double,  qu'il  est  doué  de  six  arêtes  de  re- 
broussement et  de  vingt-sept  plans  tangents  doubles. 

Théorème.  Sur  toute  surface  du  troisième  degré  d 
existe  vingt-sept  droites. 

Première  démonstration.  Chaque  plan  langent  double 
du  cône  circonscrit  à  la  surface  est  aussi  un  plan  tangent 
double  de  la  surface,  et  par  conséquent  il  la  coupe  suivant 


(  >34  ) 
une  droite  et  une  conique  (*  ).  Réciproquement,  tout  plan 
passant  par  le  sommet  du  cône  et  par  l'une  des  droites  de 
la  surface  (s'il  en  existe),  est  un  plan  tangent  double  du 
cône. 

Donc  le  nombre  des  droites  qu'on  peut  mener  sur  la 
surface  est  aussi  celui  des  plans  tangents  doubles  du 
cône  circonscrit.  Et,  en  vertu  du  lemme  II  (corollaire), 
ce  nombre  est  27. 

Seconde  démonstration.  Une  surface  du  troisième 
ordre  contient,  en  général,  un  certain  nombre  de  lignes 
droites  (**).  Tout  plan  mené  par  une  de  ces  droites  coupe 
la  surface  suivant  la  droite  et  une  conique,  c'est-à-dire 
suivant  une  courbe  du  troisième  ordre  douée  de  deux 


(*)  En  effet,  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  la 
coupe  suivant  une  courbe  qui  a  le  point  de  contact  pour  point  double; 
car  toute  droite  menée  par  ce  point  dans  le  plan  tangent  y  rencontre  la 
surface  en  deux  points  infiniment  voisins.  Si  le  plan  tangent  est  double, 
il  y  a  deux  points  de  contact,  et,  par  suite,  la  courbe  d'intersection  a 
deux  points  doubles.  Or,  dans  le  cas  actuel ,  celte  courbe  est  du  troisième 
ordre  seulement;  donc  elle  ne  peut  avoir  deux  points  doubles  qu'à  la 
condition  de  se  décomposer  en  une  droite  et  une  conique.  Les  deux  points 
de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  conique  sont  les  deux  points  doubles 
de  la  courbe  du  troisième  ordre  que  représente  le  système  de  ces  deux 
lignes. 

(**)  Four  qu'une  droite  coïncide  avec  la  surface  ,  il  faut  exprimer 
qu'elle  la  rencontre  en  3-+-i=4  points,  ce  qu'on  fera  au  moyen  de 
quatre  équations  de  condition,  qui  la  détermineront  complètement, 
patfce  qu'une  droite  ne  comportant  dans  ses  équations  que  quatre  coeffi- 
cients  indépendants,  ne  peut  être  assujettie  qu'à  quatre  conditions.  Les 
ordonnées  r  des  points  d'intersection  de  la  droite  el  de  la  surface  seronl 
les  racines  d'une  équation  de  la  forme 

\;  '•+-  llr  +  Cr+D  =  o, 

.  1  l<  s  quatre  équations  de  condition  dont  il  -'agit  seront 

A  =  o,     IÎ=o,     C=o,     D      >> 

Cette  démonstration  prouve  incidemment  que  la  surface  du  troisième 
degré  esl  la  Beule  snrface  générale  sur  Inquelle  on  puisse  toujours  tracer 

•1rs    li;;nes   droites 
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points  doubles.    Un    ici  plan  csl  donc   un   plan  langcnl 
double,  dont  les  deux  points  de  contact  sont  les  points 
d  intersection  de  la  droite  et  de  la  conique. 

Par  une  détermination  convenable  du  plan  dont  il  s'a- 
git, la  conique  elle-même  peut  se  réduire  à  deux  droites, 
et,  dans  ce  cas,  le  plan  coupe  la  surface  suivant  trois 
lignes  droites,  c'est-à-dire  suivant  une  ligne  du  troisième 
ordre  qui  a  trois  points  doubles,  et  par  conséquent  le  plan 
est  alors  un  plan  tangent  triple,  dont  les  trois  points  de 
contact  sont  les  trois  sommets  du  triangle  que  forment  les 
trois  droites. 

On  démontre  (*)  que,  par  chacune  des  droites  de  la 
surface,  on  peut  mener  cinq  et  seulement  cinq  plans  tan- 
gents triples.  Considérons  l'un  quelconque  M  de  ces  plans. 
Par  chacune  des  trois  droites  de  la  surface  qu'il  contient, 
on  peut  mener  quatre  autres  plans  semblables,  sans 
compter  celui  qui  nous  occupe.  On  a  ainsi  douze  nouveaux 
plans,  dont  chacun  donne  lieu  à  deux  nouvelles  droites 
situées  sur  la  surface.  On  a  donc  24  droites  qui,  ajoutées 
aux  3  contenues  dans  le  plan  M,  font  un  total  de  27. 

Ce  sont  les  seules  qui  existent  sur  la  surface.  Car,  puis- 
que les  trois  droites  contenues  dans  le  plan  M  forment 


(*)  Ce  théorème,  dont  M.  Cayley  ne  donne  pas  la  démonstration,  se 
prouve  aisément  comme  il  suit  : 

Rapportons  la  surface  à  trois  axes  rectangulaires,  en  choisissant  la 
droite  donnée  pour  axe  des  x.  Son  équation ,  exprimée  en  coordonnées 
ordinaires,  devant  être  satisfaite  par  les  valeurs  y  =  oet«  =  o,ne  con- 
tiendra  aucun  des  termes  où  ise  trouve  isolément  à  diverses  puissances  et 
n'aura  pas  non  plus  de  terme  constant.  On  aura,  par  exemple, 

A>3  4-  B  z3  -l-  C  x %y  -f-  D  x*  z  •+■  E y"  x  -+- F r  z -+-  G  a'  x  -+-  H  z \r  -+- 1  xyz 

-hKxy-i-Lxz-hMyz-i-Oy*-)-  Pz5-4-  Rr-4-  Sz  =  o. 
Soit 

z  —  v.y 

l'équation  d'un  plan  passant  par  l'axe  des  x,  et  dont  la  position  est  fixée 
par  la  seule  valeur  de  l'indéterminée  ».   Ce  plan  coupera  la  surface  sui- 
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l'intersection  complète  de  ce  plan  et  de  la  surface,  toute 
autre  droite  de  cette  surface  ne  peut  rencontrer  le  plan 
M  qu'en  un  point  situé  sur  l'une  des  trois  droites  qu'il 
contient.  Cette  droite  est  donc  comprise  dans  un  plan 
passant  par  l'une  de  ces  lignes,  plan  qui  est  lui-même  un 
de  ceux  qu'on  a  déjà  considérés,  puisque,  passant  déjà  par 
deux  droites  de  la  surface,  il  ne  peut  la  couper  que  sui- 
vant une  troisième  droite. 

Puisqu'il  passe  cinq  plans  tangents  triples  par  chacune 
des  27  droites,  et  que  d'ailleurs  chaque  plan  triple  con- 
tient trois  droites,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  plans 
tangents  triples  est  45- 

De  même  que  le  nombre  des  tangentes,  qu  on  peut  mener 
à  une  courbe  plane  par  un  point  intérieur,  diminue  quand 
cette  courbe  a  des  points  singuliers,  de  même  le  nombre 


vant  une  conique  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  aura  pour  équa- 
tion 

v        ,        .r(Ba3+HKî  +  F*  +  A)  +  r/(Ga!  +  la+E)+I1(D«  +  C) 
I   +j'[«(M+P)+Oj+*(L«+K)+(S«+R)=o. 


Désignons  ,  pour  abréger,  par 


a  le  coefficient  de 

J\ 

ni              » 

*S, 

c                » 

*S 

2  à 

y, 

2e 

x, 

f 

l'équation 

On  sait  que  la  condition  pour  que  l'équation  (  \     se  décompose  en  deui 

facteurs  linéaires  est 

ae1  -h  cd*  -T-flr  --  ■tri        I  /</<•  =  o 

{voir  par  exemple  Salmon  s  Conics,  3e  édit.,  p. 66).  Substituant  les  râleurs 
des  coefficients  de  l'équation  (V),  ou  obtienl  une  équation  du  cinquième 
degré  en  «.  Donc  il  existe  généralement  <im|  valeurs  de  -■■  ,  <  i  pas  daran- 
qui  satisfont  a  la  question  ;  en  d'autre  termes,  il  existe  cinq  plans 
i  ■  mi  par  la  droite  donnée  bui  la  »ui  face  qui  coupe  i  ■■! ii-  sut  fa<  e  sui 
i  ml  un  système  de  deux  autres  droites  Ce  qu'il  fallait  dé titrer. 
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des  droites  de  la  surface  du  troisième  ordre  diminue  ainsi 
que  celui  de  ses  plans  tangents  triples,  quand  la  surface  est 
douée  de  points  doubles,  parce  qu'une  droite  de  la  sur- 
face qui  passe  par  un  de  ces  points  doit  être  comptée  pour 
deux,  et  pour  quatre  si  elle  joint  deux  de  ces  points. 
Pour  ces  considérations  et  d'autres  du  même  genre,  je 
dois  me  borner  à  renvoyer  le  lecteur  à  un  article  de 
M.  G.  Salmon,  inséré  dans  le  IVe  vol.  du  Cambridge  and 
Dublin  Mathematical  Journal. 

On  sait  que,  si  l'on  mène  quatre  plans  quelconques  par 
une  génératrice  rectiligne  d'une  surface  réglée  du  second 
ordre,  leur  rapport  anbarmonique  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  où  ils  sont  tangents  à  la  surface  (*).  Les 
lignes  droites  de  la  surface  du  troisième  ordre  donnent 
lieu  à  un  tbéorème  analogue  qui  est  ainsi  conçu  : 

Si  l'on  mène  quatre  plans  quelconques  par  une  droite 
située  sur  une  surface  du  troisième  ordre ,  les  quatre  seg- 
ments, que  déterminent  sur  cette  droite  leurs  deux  points 
de  tangence  respectifs,  sont  en  in  solution  ,  et  ils  corres- 
pondent anharmoniquement  aux  quatre  plans. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  une  conséquence 
du  principe  de  correspondance  anharmo nique  de 
M.  Chasles.  Car  à  un  plan  il  correspond  à  la  fois  deux 
points  de  tangence  sur  la  droite,  et  réciproquement,  à 
chacun  de  ces  points,  indistinctement,  il  ne  correspond 
qu'un  seul  plan  tangent  (à  moins  que  ce  point  ne  soit  un 
point  singulier  de  la  surface,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  géné- 
ral). Or  les  points  sont  en  ligne  droite,  et  les  plans  pas- 
sent par  un  même  point.  Donc,  etc. 

Chacun  des  deux  poiuts  doubles  de  l'involution  dont 
il  s'agit  est  tel,  que  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce 
point  est  le  même  que  le  plan  tangent  au  point  infiniment 

(*)  Chasles,  Mémoire  sur  les  mrfaces  n!g*ét  s  du  second ordrt 
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voisin  dans  la  direction  de  la  droite.  C'est  par  conséquent 
un  point  parabolique  de  la  surface,  selon  l'expression 
adoptée  par  les  géomètres  depuis  M.  Charles  Dupin. 

Note  du  Rédacteur .  Sur  la  surface  donnée  par  l'é- 
quation 

z3  =  ax1  -4-  bxj  -+-  ex*  -f-  dy  -\-  ex  -\-f 
ou 

f  —  4  ac  <C  °i 

on  ne  peut  tracer  qu'une  seule  droite  située  à  l'infini. 
M.  Steiner  donne  la  démonstration  suivante  : 
Soient  trois  angles  trièdres;  leurs  plans  se  coupent  sui- 
vant neuf  droites  par  lesquelles  passent  une  infinité  de 
surfaces  du  troisième  degré  [voir  p.  49)  '•>  ces  neuf  droites 
et  un  point  donné  déterminent  une  de  ces  surfaces  ;  or,  ces 
neuf  droites  forment  six  groupes  de  trois  droites  chacune 
tels,  que  dans  chaque  groupe  les  droites  ne  se  rencontrent 
pas;  par  chaque  groupe  passe  donc  un  hyperboloïde  à 
une  nappe;  chaque  hyperboloïde  rencontre  encore  la  sur- 
face du  troisième  ordre  (en  trois  droites);  il  existe  donc 
vingt-sept  droites  sur  celte  surface. 


SIR  QUELQUES  PROPRIETES 
WES  SURFACES  Dl  TROISIÈME  ORDRE: 

D'après  M.   F     BRIOSCHI. 


\.   Sur  une  surface  du  troisième  degré  (*)  existent,  en 
général,  27  droites  (**).  M    Cayley  a  démontré  que  ces 


(*)  Extrait  de»  Annali  di  Scienee  matematiche  e  fîsiche,  da  Barnaba  i"i- 
tolini,  t.  VI,  [855 

(**N  La  découvert*  d<  ces  -  lignes  appartient  à  M.  liait  [Dublin  Jour- 
nal). 
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27  droites  forment  45  groupes  chacun  de  trois  droites 
dans  un  même  plan  ;  autrement  une  surface  du  troisième 
degré  a  45  plans  tangents  qui  touchent  la  surface,  chacun 
suivant  trois  droites.  Il  est  évident  que  chacune  des  droites 
est  dans  cinq  des  45  plans;  de  sorte  que  les  45  plans 
peuvent  se  partager  en  9  faisceaux  de  5  plans  chacun 
(p.  i36). 

M.  Hart  a  donné  une  notation  très-commode  pour  in- 
diquer les  27  droites  et  les  45  plans. 

Les  droites  sont  représentées  par  les  27  lettres 

A,,     B|,     C,;     AJ}     B2,     C2;     A3,     B3,     C3  ; 

a,,      b,,     c,  ;      a,,      b2,     c2;     a3,      b3,     c3  ; 

a>>    pi»    7»;    7»  >    fa>    a*ï    a»?    ?3»    y  il 

18  plans  sont  représentés  en  unissant  dans  chaque  ligne 
horizontale  trois  mêmes  lettres  avec  des  indices  différents 
ou  trois  lettres  différentes  avec  les  mêmes  indices  ;  ainsi 
la  ligne  des  A  donne  les  six  plans 

A,A2A3,   B,B2B„   C,  C,.C3,   A,  B.C.,   A,B2C2,   A3B3C3. 
De  même  la  ligne  des  a  et  des  a. 


Les  27  autres  plans 

sont 

A,«,a,, 

B,6,p,, 

C,c,  7,, 

£2p2, 

*«  72  5 

fl,a2, 

c3  73 , 

«3«3J 

b,  &3 , 

A2c2p3, 

B2«j73, 

C262a3, 

«37M 

&s«ij 

«3  Pu 

bta2. 

c,p2, 

C\  7s» 

A3è372, 

i      B3c3  a2 , 

C3fl3p2, 

«,a3. 

«Ip3, 

&i7s, 

<?2p, 

»         6*7' > 

<"■.■  a,. 

La  droite  A,  est  rencontrée  par  les  dix  lignes 

(M)  A2A,B1C,rt,è,r3a1fi27,; 


(  «4o  ) 

la  droite  At  n'est  pas  rencontrée  par  les  seize  ligues 

(  N)  B2  B,  C2C3  a,a,  bi  h,  c,  c2  a2  a3  p,  8,7,  fa. 

Chaque  ligue  de  la  série  (N)  est  rencontrée  par  5  de  la 
série  M  et  par  5  de  la  série  N. 
Ainsi  B2  est  rencontrée  par 

A2B,  a,p273  de  la  série  (M), 
et  par 

B3C2  a2é-,c,   de  la  série  (N). 

Les  16  droites  de  la  série  (N)  combinées  deux  à  deux 
donnent  120  couples  de  droites  5  le  cinquième  de  ces 
couples  sont  des  droites  qui  se  rencontrent;  il  y  a  donc 
4o  couples  où  les  droites  se  rencontrent,  et  80  couples  où 
il  n'y  a  pas  de. rencontre  ;  chacun  de  ces  80  couples  n'est 
pas  rencontré  non  plus  par  la  droite  At.  Il  y  a  donc 
80  ternes  de  droites  où  il  n'y  a  pas  de  rencontre. 

2.  Ce  qu'on  dit  de  Ai  s'applique  à  toute  autre  droite; 

1  o   o,n 
il  y  a  donc  — —  =  i35  couples  de  droites  qui  se  cou- 
pent; — - — -  =  216  couples  de  droites  qui  ne  se  coupent 

216.10  ,     ,     . 

pas,  et,  par  conséquent,  — — —  —  720  ternes  ne  droites 

qui  ne  se  coupent  pas. 

Nous  appelons  terne  trois  droites  qui  ne  se  coupent 
pas. 

3.  Tentes  conjugués.  Soit  le  terne  at(î3 y.,  formé  <!<■ 
droites  qui  ne  se  coupent  pas.  et  de  même  le  terne  </,/>,<•: 
niais  chacune  de  ces  dernières  droites  coupe  les  trois  pre- 
mières dmites  :  ces  deux  ternes  sont  des  conjugués  <i  sont, 
par  conséquent,  sur  une  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Hexagones   conjugués.   Deux   ternies  conjugués  don 
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nent  naissance  à  trois  hexagones  où  les  côtés  opposés  se 
rencontrent;  par  exemple  les  deux  ternes  précédents 
donnent   les  trois  hexagones  conjugués 

«,  «i  b3  p3  c,  y,, 
a,  {33  £3  7j  c2  a-t, 

«1  72  b3  a,  c.  83. 

•4.  Groupes  opposés.  Considérant  un  terne  on  trouve 
6  autres  droites  dont  aucune  ne  rencontre  le  terne,  et  ces 
6  droites  se  partagent  en  deux  ternes. 

Exemple.  Soit  le  terne  a,  [33y2;  aucune  de  ces  droites 
nest  coupée  par  les  6  droites  by  Cia^b^a^  c3  ;  ces  six 
droites  se  partagent  en  deux  ternes  a.2  bv  c3,  a3bç,t\  5  ces 
deux  ternes  sont  dits  opposés  au  terne   «ij33y2. 

Les  groupes  opposés  à  deux  ternes  conjugués  sont 
eux-mêmes  des  ternes  conjugués. 

Exemple.  «ij33ys,  axbzc^  sont  des  ternes  conjugués 5 
les  groupes  opposés  au  premier  terne  sont 

«2  b,  c3, 
a.  ètclt 

les  groupes  opposés  au  second  sont 

a3  8,7,, 

qui  constituent  des  ternes  conjugués. 

Dans  cet  exemple  les  trois  hexagones  opposés  sont 

«i  a,  £3  63  c\  72, 
«2  *s  b{  S,  c3  73, 
«3  «3  b,$2ci  7, . 

Le  célèbre  géomètre  donne  encore  d'autres  considéra- 
tions du  même  genre.  M.  Schlàftli,  profond  analyste  d< 
l'Université  de  Berne,  a  traité  la  même  question  [Quar- 
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ter/y  Journal;  mai  i85y,  p.  65  et  110)  et  divise  la  sur- 
face en  espèces  d'après  le  nombre  de  droites  réelles  et 
imaginaires . 

Nous  ne  comprenons  pas  encore  suffisamment  cet  im- 
portant travail  pour  en  faire  une  exposition  5  nous  en 
rendrons  compte  si  nous  parvenons  à  le  bien  comprendre. 


SUR  LE  NOMBRE  DES  POINTS  MULTIPLES  DUNE  COURBE 
ALGÉBRIQUE  ; 

RectiOcation  d'un  précédent  article; 

Par  M.   A  bel  TRANSON. 


J'ai  montré  dans  ce  Journal  (mars  i85i,  t.  X,  p.  91) 
que  le  nombre  des  points  doubles  d'une  courbe  algé- 
brique de  degré  n  ne   peut  pas   surpasser   le   nombre 
[n  —  i)(*-2) 
2 

Dans  un  Mémoire  publié  à  Rome  dans  le  mois  de  mai 
i85s  [Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche),  Mé- 
moire que  M.  Terquem  vient  de  me  communiquer,  l'au- 
teur, M.  Fortunato  Padula,  démontre  à  sa  manière  le 
même  théorème  qui ,  d'après  ce  qu'il  nous  apprend,  a\ait 
été  primitivement  énoncé  par  M.  Steiner,  et  dont  M.  Pa- 
dula avait  déjà  publié  une  démonstration  en  i844- 

J'avais  à  la  même  occasion  donné  trois  autres  formules, 
Tune  pour  la  limite  supérieure  du  nombre  des  points 
multiples  dont  le  degré  de  multiplicité  est  au  moins  égal 
à  p,  c'est-à-dire  où  le  nombre  des  branches  qui  se  ren- 
contrent est  au  moins  f/-,  l'autre  pour  le  nombre  des 
points  de  degré  fx,  lorsque  les  u  branches  s'y  touchent 
m  lien  de  s\  traverser;  ta  troisième  pour  le  nombre  des 
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points  ou.  sur u branches  qui  se  rencontrent,  il  v  en  a  -/ 
qui  se  touchent. 

M.  Padula,  dans  le  Mémoire  ci-dessus  indiqué,  con- 
teste l'exactitude  de  ces  trois  formules.  Je  reconnais  la 
validité  de  sa  critique  quant  aux  deux  dernières.  Je  les 
rectifierai  donc  tout  à  1  heure,  et  on  verra  que,  pour  ré- 
parer mon  inadvertance,  je  n'aurai  pas  besoin  de  recourir 
à  un  autre  principe  que  celui  sur  lequel  j'avais  fondé  mes 
recherches.  Quant  à  ma  première  formule,  j'ai  lieu  de 
croire  que  M.  Padula  n'a  pas  lu  bien  attentivement  cette 
partie  de  mon  travail. 

Voici  en  effet  ce  que  je  disais  pour  trouver,  dans  une 
courbe  algébrique  de  degré  n,  le  nombre  des  points  dont 
la  multiplicité  est  au  moins  égale  «à  a. 

a  Le  nombre  des  points  du  degré  de  multiplicité  u.  ne 
saurait  atteindre  celui  des  points  qui  déterminent  une 

2/2  .  2  72 

courbe  de  degré 2.  (Si  cette  formule 2  donne 

y.  y. 

un  nombre  fractionnaire,  entendez  alors  que  le  nombre 
des  points  en  question  ne  peut  pas  atteindre  celui  des 
points  qui  déterminent  la  courbe  dont  le  degré  surpasse 

2  /2 

immédiatement 2).  Cela  résulte  de  la  relation 


(t-)(¥ 


,  2  n 

>    — -2 


où  le  premier  membre  de  1  inégalité  représente  le  nombre 
des  rencontres  nécessaires  que  la  proposée  aurait  avec  une 


2  n 


courbe  de  degré 2  passant  par  des  points  de  mul- 
tiplicité fx  en  nombre 

2/2  \    /  2  //  \ 

7-2)(T"") 
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»  On  est  donc  assuré  de  pouvoir  placer  tous  les  points 

2  n 
en  question  sur  une  courbe  du  degré 2.  Chacun  de 

ces  points  entrera  pour  une  seule  unité  dans  le  nombre 
des  points  déterminants  de  la  courbe  auxiliaire;  mais  il 
déterminera  u  rencontres  :  de  sorte  qu'en  appelant  y  le 
nombre  des  points  cherchés ,  on  a  la  relation 


d'où  on  tire  pour  7  la  formule  suivante 


<in  —  p)  [2*  (<*  — 0  —  f*. 


:o- 


On  voudra  bien  remarquer  que  j'avais  expressément 

,,                ,2/1  ,  1         r        •  • 

réserve  Je  cas  ou 2  étant  un  nombre  iractionnaire 

F- 
ne  pourrait  pas  représenter  le  degré  d'une  courbe.  Mais 

dans  ce  cas-là  même  mon  principe  ne  me  faisait  pas  dé- 
faut, et  je  l'énonçais  avec  la  modification  convenable, 
puisque  je  disais  formellement  que  le  degré  de  la  courbe 
auxiliaire  serait  alors  le  nombre  entier  immédiatement 

<    2"  »  •       V  11 

supérieur  a 2.  Avec  cette  indication,  le  lecteur  que 

cela  intéresserait  pouvait  construire  la  formule  relative 
au  cas  réservé  (**). 


(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  \,  p.  96   Cette  citation  peut  offrir  quel- 
que obscurité  au  lecteur  qui  n'aura  pas  sous  les  yeux  le  reste  de  l'article. 

Mais  celle  obscurité  se  dissipera  à  l'aide  des  explications  données  plus  loin 
pour  la  rectification  «les  deui  dernières  formules. 

Soii  v.  le  nombre  entier  égal  ou  bien  immédiatement  supérieur  a 

!  '1 

2,  selon  que  cette  expression  est  un  nombre  entiei  on  fractionnaire 


(  '45  ) 

Malheureusement  ces  réserves  et  ces  indications  ont  été 
insuffisantes.  Après  avoir  trouvé  de  son  côté  une  formule 

qui,  lorsque^  est  un  nombre  entier,  coïncide  exacte- 

ment  avec  la  mienne,  ainsi  qu'il  a  soin  de  le  déclarer 
lui-même,  M.  Padula  met  ma  formule  en  défaut,  préci- 
sément lorsque  —  est  un  nombre  fractionnaire.    Par  ce 

moyen  il  me  fait  trouver  qu'une  courbe  du  cinquième 
degré  n'admet  jamais  un  point  multiple  du  quatrième 
degré  de  multiplicité,  tandis  qu'une  courbe  du  septième 
degré  pourrait  en  admettre  deux.  Mais  c'est  un  résultat 
qu'il  m'attribue  fort  gratuitement. 

De  mon  côté,  pour  être  parfaitement  juste,  je  me  plais 
à  reconnaître  que,  quand  ma  formule  ne  coïncide  pas  avec 

celle  de  M.  Padula,  c'est-à-dire  lorsque —  est  fraction- 

naire,  la  limite  que  je  trouve  est  moins  avantageuse  que 
la  sienne. 

Et  maintenant  j'arrive  à  la  rectification  de  mes  deux 
dernières  formules. 

Soit  y  le  nombre  des  points  multiples  dont  le  degré  de 
multiplicité  est  au  moins  égal  à  fx  ,  mais  où  les  a  branches 
de  la  courbe  se  touchent  au  lieu  de  se  traverser. 

Soit  2  a  le  nombre  égal  à i,  si  cette  dernière  ex- 


le  nombre  y  des  points  cherchés  ne  saurait  atteindre  la  limite  — — — . 

■2 
On  peut  donc  prendre  sur  la  courbe  donnée  un  nombre  de  points  épal  à 

a  '  k  -+-  3  ) 

parmi  lesquels  se  trouveront  les  points  cherchés,   et  y  faire 

2 

passer  une  courbe  de  degré  a.  Celle-ci  aura  avec  la  proposée  un  nombre 

,     .  .  a  (a -t-  3)        .           .                , 
de  rencontres  égal  a (-  {/*.  —  ])/;  nombre  qui  ne  peut  pas  dé- 
passer na.  D'où  il   résulte  qu'on  a  y  S ; — ,  formule  qui   se 

2O-0 

2  n 

ramène  à  celle  du  texte  lorsqu'on  v  remplace  y.  par i. 

f* 

Ami.  de  Malhémat.,  t.  XY1II    (Avril  18S9.)  H) 


(  "46  ) 

pression  est  un  nombre  pair;  ou  bien  soit  2 y  le  nombre 

•     •          ,j.                          ,  .         ,  n  ,    . 

pair  immédiatement  supérieur  a 1  si  celui-ci  est  îm- 

r       •  P 

pair  ou  iractionnaire. 

Je  dis  que  le  nombre  y  des  points  chercbés  est  néces- 
sairement moindre  que  a  (4  a  -+-  3) ,  c'est-à-dire  moindre 
que  la  moitié  du  nombre  des  conditions  qui  déterminent 
une  courbe  du  degré  l\y.  Supposons  en  effet  qu'on  puisse 
avoir  y  =  a  (4a  H-  3)  :  alors  on  pourrait ,  par  tous  ces 
points ,  faire  passer  une  courbe  du  degré  4  «  avec  la  condi- 
tion que  cette  courbe  auxiliaire  aurait  en  chacun  de  ces 
points  même  tangente  que  la  proposée;  car  ce  serait  im- 
poser i<y.  (4«  +  3)  conditions.  Mais  alors  le  nombre  des 
rencontres  serait  au  moins  égal  à  iv.y  (4a  4-  3),  expres- 
sion que  j'écris  comme  il  suit  : 


[^*  +  ^] 


ce  qui ,  à  cause  de  iv.y  >«  —  u,  donnerait  un  nombre  de 

rencontres  au  moins  égal  à  f\a  [n  H — a) ,  c'est  à-dire  un 

nombre  supérieur  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions. 

Maintenant  prenons  sur  la  courbe  un  nombre  de  points 
égal  à  a  (4  a  -h  3),  parmi  lesquels  nous  aurons  choisi  tous 
les  points  cherchés  en  uombre  y.  Construisons  une  courbe 
du  degré  \a  qui  passe  par  ces  points  et  qui  y  touche  la 
courbe  donnée;  le  nombre  total  des  rencontres,  comparé 
au  produit  du  degré  des  équations,  donnera 

2«(4a+3)  +  2(lu  —  1)  7  <4a«, 

d'où  on  tire  la  formule 

2  a  (//  —  4  a  —  3) 


(   '47  ) 
Par  dos  considérations  semblables  on  trouvera,  pour  le 
nombre  z  des  points  dont  la  multiplicité  est  y.  et  où  jul' 
branches  se  touchent, 

.  2a(î«  —  4a  —  3) 
z  5 ,  -  J 

f-  -f-   fA    —   2 

formule  dans  laquelle  2  a  représente  le  nombre  pair  égal 

,t                           ,  .                 2« 
ou  immédiatement  supérieur  a ; —  li 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  454  (CATALAN) 

(voir  p.  66)  ; 

Par   M.  CHABIRAND, 

Élève  de  l'institution  Sainte-Barbe. 


Si  l'on  considère  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à 
ses  asymptotes ,  que  l'on  donne  successivement  aux  ab- 
scisses les  valeurs  i,  2,  3, ...,«,  les  ordonnées  correspon- 
dantes seront  -,-,...,— 
12  n 

Or,  l'aire  comprise  entre  l'ordonnée-  et  l'ordonnée  - 

1  n 

est  égale  à  In.  Cette  aire  pouvant  être  regardée  comme 

la  limite  d'une  somme  de  rectangles,  on  peut  dire  qu'il 

résulte  immédiatement  de  là  que  si  n  croît  indéfiniment, 

l'unité  pouvant  être  prise  aussi  petite  qu'on  voudra,  on  a 

à  la  limite 

.    H =  In , 


1 

—  =  lin. 
in 


1        1        1 

-H b? 

1         2        ô 

e  même 

1          1          1 

I           2           3 

(  '48  ) 
Retranchant  la  première  égalité  de  la  deuxième, 


-f- .  .    H =  /2/î  —  In; 


1  +  1        n  -+-  2  in 

donc 

lim  (  — ( ï h.,  .-i ]  =/2. 

\  n  -h  i        n  -+-  2  2  «  / 

Note.  M.  Rebstein ,  de  l'Ecole  polytechnique  de  Zu- 
rich, ramène  la  série  à  une  autre  série  de  termes  différen- 
tiels qu'il  intègre  successivement. 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  459 

(Toir  page  (5); 

Par  M.  B.   VERNIER, 

Élève  du  lycée  Napoléon. 


J'appelle  a  et  j3  les  longueurs  des  deux  perpendicu- 
laires données,  â  leur  distance,  a,£,c, .  .  . ,  /les  moyennes 
géométriques. 

On  suppose  a  ]>  /3 . 

La  surface  cherchée  est 


S  =  -     —2-i-  +a  +  i+c  + h/ 


Or 


a         a 


è  /         ï+«  H-  £  -f-c  +  . 


a        /;        c  p         a-+-b-\-c-\-  .  .  .  ■+■ 

d'où 


/+p  "y  V 


fl  +  A  +  «+...  +  '  = 


et 


S  = ?-±  +- 

P  2  ^ 


(  '49) 


Je  pose 


-Vî 


d'où 


-tf- 


I   _log(i— ffl) 

logarithme  dans  une  base  quelconque  ,  et 


a 


s=?.i±i+*lYj iog(.-™r- 

/>         2  a 

i  /  -  s'approche  de  l'unité  et  m  s'approche  de  zéro  ;  donc 

à  la  limite  p  croissant  indéfiniment, 

«3  —  a    ,       i         .a  —  S  ,,.. 

S  =  o .  S- log  -  =  o  . (  log  népérien) . 

Note.  MM.  J.  C.  Dupain  et  de  Chardonnet  ont  traité 
la  même  question  de  la  même  manière,  et  en  y  ajoutant 
la  formule  de  quadrature  par  intégration  de  la  logarith- 
mique. 

Les  abscisses  croissant  en  progression  arihmétique  et 
les  ordonnées  en  progression  géométrique,  il  est  intuitif 
que  les  premières  sont  les  logarithmes  des  secondes.  C'est 
la  considération  dont  s'est  servi  M.  Rouquet,  régenl  de 
mathématiques  au  collège  de  Castres. 


(  '5°  ) 
MM.  Bouterg,  de  Clerniont-,  Stéphart,  élève  du  lycée 
Charlemagne;  Français  (Emile)  et  A.  Puget,  élèves  du 
lycée  de  Caen;  Challiot,  élève  du  lycée  de  \ersailles; 
Lemoine ,  élève  du  Prytanée ,  ont  eu  recours  à  la  limite 
dune  progression  géométrique. 


NOTE  SIR  LES  QUESTIONS  453  ET  458: 

Par   M.  H.  LEMONNIER, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nantes. 


Fx  étant  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  de  a-,) 
à  X,  dont  la  dérivée  F' x  soit  également  continue  et  de 
plus  constamment  croissante  ou  décroissante  dans  cet 
intervalle,  on  sait  que  si  X  —  x0  se  partage  en  n  parties 
égales  Xi — x0=x<> — xi  =  x» — xa=.  .  .==X  —  xn_t  =h, 
l'accroissement  FX  —  Fx0   est  compris   entre  les  deux 

sommes 

/*(F'.r0  +  F/*1+...  +  F'*„_1) 
et 


Cela  posé 
i .   Soit 


d'où 


Yx  =  I  (  i  -+-  a  |, 


l»,  =  -L 


r 


faisons  croître  x  de  o  jusqu  à  //  en  prenant  L  =  i,  il 

suit 

/(i-j-//)>-  +  ^+-7  +  ..  -H — 

'  ^    2        3        4  "  "+*  ' 

III  I 

<-H }--  +  ■••+    • 

i       ?.       5  a 


(  *5i) 
De  la 

.11  / 

2         o  « 

,    -^       '  X  I  » 

i  +///>-  H hô+--+-' 

12         3  n 

Donc 

'(i  +  ff)<-'+-+T+...  +  -<ï4  /«. 

12        3  « 

(Quest.  453,  p.  68.) 

2.   Si  on  fait  pour  la  même  fonction  x0  =  n  —  i  et 
X  =  N  —  i ,  on  aura  de  même 

N           i               i  i 

/N  — /«  =  /-> 1 K.  .-h  — 

2         n+i         H+2  N 

i  i  i 


< 


n       n  -+■  i  N  —  i 

d'où,  en  prenant  N  =  a/i, 


/2> ; 1 h.-  -H 

■^   n  -\-\        n  -f-  2  2rt 

^  I  '  T 


«         «  -+-  I  2  «  —  I 

(Quest.  458,  p.  66.) 
La  différence  des  deux  limites  est 


i        i  i 

n       2  «       2  « 


en  conséquence,  si  «croit  indéfiniment,  l'expression 


i 


«+i        n  -f-  2  2/1 

a  pour  limite  /z. 


(  i&»  ) 
Qu'on  prenne 

N  4-  np , 
on  aura 

i  i  i 


*> 


r+i        «  +  2  np 


<-  H h.  ••  + 


«         «  +  i  np  —  i 


et  p  restant  fixe,  si  ?i  croît  indéfiniment,  Jp  est  la  limite 
de  l'expression 


_i_  _i_  m  p   _i_ . 

«4-1         «4-2  np 

3.    Soit 


F.r  = 


[p-*){*-*)p-1 
d'où 

i 


F'.r 


.T  —  1]P 


faisons  croître  x  indéfiniment  à  partir  d'une  première 
valeur  x  ^>  i ,  et  soit  h  =  i .  La  même  considération  donne 


i  i 

— >  —  + 


(p  —  t)  {x  —  \)P-^xP        (x+i)f        (*H-2JP 

i  I  i 

<  [x  —  \f  +  if  +  (j;  +  i)f+'" 

de  sorte  que 


(p  —  t) a?-*  "^ xP  +  (x -\- i)p       (x-hi)P 
donc 

i  i  j_  i 


(/,_I)(.r_,)/'-"^(^— i)P-     .a*       (.r-hi)''       (*  +  ay 

(  >n  en  conclut,  au  cas  de  p  >  i,  la  convergence  de  la 


(  i.53  ) 
série 

1  i  i 

xP        {x-ht)P        (x  -+-  o.)p  ~l~  ' 

et  en  particulier  de  la  série 

i  i         i         2 

1 1 ! (- 

i*      y     y     ^ 
Ajoutons  que  si  cette  dernière  série  est  poussée  jusqu'au 

1  •       1  1  T»  *  ' 

terme — inclusivement,  le  reste  K  = r  -h  ; —  -+-... 

nP  (/i-t-iy      {n  +  i)P 

i                                   i 
se  trouve  compris  entre  , —, ; —  et  -. ; 

r  (p  —  i)  (n-i-i)P-1       (p  —  i)nP-{ 


DE  QUELQUES  QUESTIONS  D'ANALYSE  INDETERMINEE. 

(Fin  d'un  premier  article,  voir  p.  122.) 


II.  Nous  supposons  maintenant  que  deux  nombres  Q 
etQ',  entiers  et  positifs,  vérifient  l'équation  x~ — ny^  =1} 
ainsi,  par  hypothèse,  on  a  l'égalité  numérique 

Il  s'agit  de  démontrer  que  l'expression   fractionnaire  — 

est  nécessairement  une  réduite  de  rang  pair  de  la  fraction 
continue  périodique  qui  représente  la  valeur  de  v«,  et, 
qu'en  outre,  cette  réduite  correspond  à  l' avant-dernier 
quotient  incomplet  de  l'une  des  périodes  de  la  fraction 
continue. 

Je  considère,  d'abord,  le  cas  particulier  où  Q'  =  1 . 

Dans  ce  cas,  l'égalité  supposée  Q2  —  n  i^n  =  1 ,  de\  ienl 
Q2  —  n  =  r,  et  donne  \fn  =  v'Q2  — i . 


(  i54  ) 

Mais,  en  réduisant  ^Qa — i  en  fraction  continue,  on 
obtient 

V/Q2-i  =  (Q-0-+- 


2(Q-i)  + 


i  + 


2(Q  — i)  +  etc 


On  voit  donc  que  —  >  ou  — »  est  précisément  la  seconde 

réduite  (Q —  i)  -\ — ,  de  la  fraction  continue  périodique 

qui  représente  la  valeur  de  y/7z,  et  que  cette  réduite  cor- 
respond à  l'avant-dernier  quotient  incomplet  d'une  pé- 
riode, qui  est  ici  la  première. 

En  second  lieu  je  suppose  Q'  >  i . 

Les  nombres  Q  et  Q'  sont  premiers  entre  eux,  la  frac- 
tion—est irréductible,  c'est  ce  qui  résulte  de  l'égalité 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  a  le  premier  quotient  in- 
complet de  la  réduction  de  \]n  en  fraction  continue,  <x  sera 
aussi  le  premier  quotient  incomplet  de  la  fraction  conti- 
nue égale  à  —  •   Car  la   relation  Q2  —  n(£i  =  i   donne 


^  =  \/w  +  7v^'  et  il  est  clair  que  si   sju-  <-si  compris 


Q 
Q' 

entre  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  a,  a  -+-  i ,  il  en 


sera  de  même  de  i  /  n 


i 

Ainsi,  en  convertissant,  par  la  i  è^lc  ordinaire  i  expres- 
sion commensurable  —  en  fraction  continue,  on  aura  une 


égalité  de  La  forme 


(  «55  ) 
me 


Q'  =  r+; 


i 


et  le  dénominateur  q,  de  la  dernière  fraction  intégrante 
-,  sera  plus  grand  que  l'unité. 

Si  le  nombre  des  quotients  a ,  a ,...,  p,  q,  est  impair, 

en  remplaçant  -  par   ,   il  viendra 

q  (<7  -  i' 


i 


Q 
Q' 


(?-0  +  7 


on  peut  donc,  dans  tous  les  cas,  considérer  les  deux 
nombres  Q  et  Q'  comme  les  deux  termes  dune  réduite 
de  rang  pair,  provenant  d'une  fraction  continue 


H- 


etc. 


dont  le  premier  quotient  incomplet  est  a,  le  dénomina- 
teur q  de  la  dernière  fraction   intégrante  -  de  celle  ré- 

duite  pouvant ,  d'ailleurs  ,  être  égal  à  l'unité. 

p 
Cela  posé,  je  désigne  par  —  la   réduite  de  rang   im- 


(  «56) 
pair  qui  se  termine  au  quotient  incomplet  p  précédant  q 
dans  la  fraction  continue  (i).  Il  s'ensuit 

QP'  —  PQ'  =  -t-  i      et     P'<Q',     P<Q: 

de  sorte  que  P'  et  P  sont  deux  nombres  entiers  positifs 
moindres  que  Q'  et  Q  et  qui  vérifient  l'équation  indéter- 
minée du  premier  degré 

Qz  — Q'z'  =  4-i. 

Cette  dernière  équation  admet  aussi  la  solution  entière 

2=Q  — aQ',      z'  =  nQ'  —  aQ, 
car  la  substitution  de  ces  valeurs  de  z  et  2'  donne 
Qc-QV  =  Q(Q-aQ')-Q'(*Q'-aQ) 

=  Q'  —  «Q"  =  -t-  1. 

De  plus,  le  nombre  Q  —  aQ'  est  positif  et  moindre  que 

Q'  puisque  la  fraction  — -f  est  comprise  entre  oc  et  a  -f- 1 . 

De  même  le  nombre  nQ'  —  aQ  est  positif  et  moindre 
que  Q.  Cela  résulte  simplement  de  ce  que  l'équation 

Q  z  —  Q'  z  '  =  -M 
revient  à 

;_Qz  — 1 

~~¥" 

un  voit  qu'à  une  valeur  entière  de  z  positive  moindre  » j m 
Q'  correspond  une  valeur  de  z'  positive  et  plus  petite  que 
le  nombre  Q. 

Or,  on  sait  que  l'équation  indéterminée 

Qz_QV=  +  i 

ne  peut  admettre  qu'une  seule  solution  entière  positive, 
dans  laquelle  les  valeurs  des  inconnues  z  el  -■'  soient  res- 


(  i57  ) 
pectivement  plus  petites  que  les  coefficients  (_)'  et  Q;  ou 

a  donc 

(2)  P'=Q-aQ\ 

(3)  P  =  /2Q'  — aQ. 

Ces  égalités  établies,  posons  l'équation 

(4)  fi=a-h  — — ' - 


i 
p-\ 


i 


a  -f-  x 

d'où 

,-  _   Q(a  +  a;)+P   _  _    Qa-hP-f-Qx 
*"  ""  Q'  (a  -h  x)  -h  P'  ~~  Q'  a  +  P'  4-  Q'-r' 

En  ayant  égard  aux  égalités  (  i  )  et  (3),  cette  dernière 
équation  se  réduit  à 

V^Q  +  Q'x- 

On  en  tire 

_  Q  y^  _  rtQ'  _  y/^.(Q  —  Q'  \Jn)  _      ,- 

"  Q  -  Q'  fi  ~      Q-Q'fi 

Par  suite  l'équation  (4)  donne 

\jn  =  a  ^ 


i 
2a 


rt  -+-  etc.  ' 


résultat  qui  montre  qu'effectivement  la   fraction  —  est 


(  "58  ) 

une  réduite  correspondante  à  lavant-dernier  quotient 
incomplet  d'une  période  de  la  fraction  continue  dont  la 
valeur  est  \]n.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  G. 


RECTIFICATION. 


Page  2o5  (problème  19)  du  Programme  que  j'ai  pu- 
blié avec  M.  Roguet ,  au  lieu  de  «  angle  quelconque,  » 
il  faut  lire  «  angle  droit.  » 

Cette  rectification  m'a  été  indiquée  par  Ml,e  Adol- 
phine  D***.  Les  Nouvelles  Annales  doivent  déjà  à 
Mllc  Adolphine  D***  plusieurs  excellents  articles  [voir 
t.  XVI,  p.  288).  G. 


NOTE  SUR  UNE  QUESTION  DE  MINIMUM  RELATIVE 
AUX  POLYGONES  RÉGULIERS  ; 

Par  M.   MOURGUE, 

Professeur  au  lycée  Napoléon. 


Théorème.  Le  centre  d'un  polygone  régulier  est  le 
point  pour  lequel  la  somme  des  m11'"" s  puissances  de  ses 
distances  aux  sommets  ou  aux  côtés  de  ce  polygone  est 
la  plus  petite  possible. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  considérer  dans  le  plan 
du  polygone  un  point  X  dînèrent  du  centre  O,  et  de  faire 
voir  qu'il  en  existe  un  second  pour  lequel  la  somme  des 
distances  de  l'ordre  m  est  moindre. 

Admettons  un  instant  la  proposition  suivante  : 

Lemme.  Si  trois  nombres  positifs  \,  y,  a,  dont  les  deux 


(   ™9  ) 
premiers  sont  inégaux,  vérifient. 

(1)  x-i-y>2a, 
ils  vérifieront  aussi  l  inégalité 

(2)  xm  -4-  y",>2am. 

Corollaire.  Si  x,  }',  <7,  désignent  respectivement  deux 
côtés  d'un  triangle  et  la  médiane  qu  ils  comprennent,  ou 
bien  encore  les  deux  bases  d'un  trapèze  et  la  parallèle 
équidistante,  la  relation  (1)  sera  satisfaite  et  par  suite 
aussi  (2). 

Cela  posé,  figurons-nous  la  circonférence  décrite  de  O 
comme  centre  avec  OX  pour  rayon ,  et  inscrivons-v,  à 
partir  de  X,  un  polygone  semblable  au  proposé  polygone. 
Soit  Y  le  second  sommet  dans  l'ordre  de  l'inscription. 
Les  distances  respectives  de  X  et  de  Y  à  deux  sommets  ou 
à  deux  côtés  qui  se  succèdent,  dans  le  polygone  proposé, 
suivant  l'ordre  précédent ,  sont  égales  comme  côtés  ho- 
mologues des  triangles  évidemment  égaux,  qu'on  obtient 
enjoignant  le  centre  aux  extrémités  de  ces  droites. 

Par  conséquent  aussi  les  miemes  puissances  des  dis- 
tances du  point  X,  aux  sommets  ou  aux  côtés  du  polygone 
donné,  sont  respectivement  égales  à  celles  qui  concer- 
nent le  point  Y. 

En  second  lieu,  soit  A  le  milieu  de  X\  et  .r,  y,  a  les 
distances  des  points  X,  Y,  A  ,  à  un  sommet  ou  à  un  côté 
quelconque  du  polygone.  En  vertu  du  corollaire  on  aura 

xm  _j_   ym  ->  ?     am  . 

d'où,  par  addition  des  inégalités  analogues, 

2r",+^^'":>?'2fl'"- 

Mais 


(   i6o  ) 
donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  Pour  le  cas  où  m  =  i  et  où  Ion  considère 
les  distances  de  X  et  de  A  aux  côtés  du  polygone,  on  a 

x  -+-y  =  a,  et  par  suite  \^  x  =  \^  a,  ce  qui  est  conforme 
à  un  théorème  connu. 

Démonstration  du  lemme.  Si 

x  4-  y  ^  2  a , 

on  aura 

.r™  _}_  r">  ^>  o  <7m. 

Admettons  en  effet  que 

.t"  -+-  yn  >  2  «"  , 


d'où 


mais 


( x"  -+-  yn ) >2a,+li 


.  .    .  X  —  Y 

d'où,  par  addition, 

xn+<  -H  J"+1   >   2tfnM. 

Or 

.r+j>2a; 
donc 

x'  -4-  j'  ]>  2  a 
et,  en  continuant, 

xm  -\~  ym^>  2fl™. 

Remarque.   11  en  résulte  aussi  que  si  ;r  H- j>'  =  2rt,  la 
somme  xm  •+-  y'"  est  minimum  pour  x  =  y  =  a. 

En  terminant  cette  Note ,  j'ajouterai  un  mot  sur  une 


(  i6i  ) 
autre  question   de  minimum.  De  même  que,  dans  une 

recherche  de  ce  genre,  en  multipliant  par le  polynôme 

ax'2  -+-  bx  -h  c,  et  en  laissant  de  côté  le  terme  indépen- 
dant, on  le  ramène  au  type  connu  x  (k — a:),  ou  peut 

fl  "Y*-       |       A  y      I      c 

aussi  ramener  la  fraction au  type  précédent 

x2  -h  px  -4-  «y  JIM. 

jr 

ou  au  type  x  H »  qui    se   traduit   également    dans  une 

propriété  du  cercle. 

En  effet,  cette  fraction  diminuée  de  a  donne  un  résultat 
de  l'une  des  formes  suivantes  : 

q  p'x+q 

- •> 


X2  -f-  px  H-  q  .ï-  -}- px  -H  q 

selon  que  b  égale  ou  non  ap. 

La  première  nous  ramène  au  polynôme  du  second  de- 
gré.   La    seconde,    en    posant  p' x  -+-  q'  =  p'  z ,  devient 


-+-  mz  -\-  n 


suivant  que  n  sera  supérieur  à  zéro  ou  non,  il  v  aura  ou 
il  n'y  aura  pas  de  maximum  et  de  minimum. 


SEC0\DE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  457 

(voir  page  186 

Par  M.   GENOCCHI. 


La  série  proposée  est  un  cas  particulier  de  la  série  hy- 
pergéométrique 

1.7        1.2.7(7-1-1) 

Ami.  de  Mathémat.,  1. XVIII.  (Mai  1859.)  >' 


(  ^  ) 

que  Gauss  a  considérée  d'une  manière  générale  et  avec 
toute  la  rigueur  désirable.  Il  a  exprimé  la  somme  de  cette 
série  par  des  fonctions  gamma,  et  donné  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  de  sa  convergence  qui  est  simple- 
ment la  suivante 

a  H-  p  -+-  7  <  o  . 
En  faisant 

y.  =  S=  — -,       7  =  i, 

on  trouve  la  formule  de  M.  Catalan. 

On  peut  aussi  la  démontrer  par  la  méthode  de  Parse- 
val.  On  a 

i.i.3 
2.4  ""       2.4.6 


, 1  1.1 

y  1  —  x  =:  1 x y  x2 


1  1  .  î  1  .  1 . 3 


y/  1  —  x-'  =   I x    ' 7  x j-=  X    :'  —  .  .  .  , 

2  2.4  2.4.O 

séries  qui  sont  convergentes  toutes  les  deux  lorsque  le 
module  analytique  de  x  est  l'unité.  En  multipliant,  on 
obtient  un  résultat  de  cette  forme 

(  I  )  y/2—  (x  +  .r-IÏ]  —  A  -t-  y  B.r'"  -+-  Y  C  x—, 

où 

A=,+(i)'+(^)v(V'i;(;)---  ■ 

Je  fais  maintenant 

x  =  cos  <p  -+-  y  —  1  sin  <p , 

je  multiplie  (1)  par  dy  et  j'intègre  de  cp  =  o  à  q>=  27*  . 
11  vient 

y/2  —  (  .r  -h  ,r_l  )  =  y/ 2  —  2  cos  <p  =  2  sin  -  0» , 

x"'  =  cos  ///  tp  H-  y —  '  s'n  "'  V  1 
x—*—  cos  «  <p  —  y/ —  1  sin  n  cp , 


(   i63  ) 
et,  par  suite, 

8  =  A.27r,      d'où      A  =  — 

77 

On    a   une    autre  démonstration   en    multipliant   l'é- 
quation 


i .  i 


r  —  i/i  —  z-  sin  ?  ==  --  z'  sin2a>  -| 7  z'sin*  * 

2  '  2.4 

1.1.3 

H 7—7!  z"  snV'cp  -+-••• 

2 . 4  ■  O 

dz  do         .  1         1  •      • 

par  -et  intégrant    entre   les   limites    2  =  0,   z=j, 

0  =  0,  <p  =  -V 

Je  remarquerai  encore  que  Gauss  a  aussi  transformé  la 
série  F  (a,  (3,  y)  en  fraction  continue,  et  en  un  produit 
d'une  infinité  de  facteurs,  mais  qu'il  n'est  pas  l'inventeur 
de  la  décomposition  de  l'intégrale  culérienne  B  (/?,  q)  en 
un  nombre  infini  de  facteurs  :  cette  décomposition  est 
due  à  Euler  lui-même  dont  les  formules  et  les  méthodes 
sont  rapportées  par  Lacroix  dans  le  III  volume  de  son 
grand  Traité. 


LIEU  GÉOMÉTRIQIE  M  CERTAIN  POINT  DANS  LES  CONIQUES. 


1 .   Soit 

A j2  -+-  B .ty  -+-  Cx2  +  D/  +  E±  +  F  =  o 

l'équation  d'une  conique  rapportée  à  des  axes  quelcon- 
ques. 

Supposons  que  le  coefficient  C  varie  de  —  00  à  -+-  00  et 
que  les  cinq  autres  coefficients  soient  des  fonctions  entières 
algébriques  données  de  deux  quantités  a  et  B  ; 

dy  -+■  ex  -*~f=  o 
dty  -+-  cxx  -H/i  =  0, 

1  r  . 


(  i64  ) 

sont  les  équations  données  de  deux  droites  tangentes  à  la 
conique  5  il  s'agit  de  trouver  le  lieu  géométrique  du  point 
qui  a  pour  coordonnées  a  et  (3. 

L'équation  de  condition  pour  que  la  première  droite 
soit  tangente ,  est 

4C[/rfD  —  /'A  —  d'¥}  +  ^E2+r'[D-  —  4AF]-|-/'B' 
H-  2  rte  [2BF  —  DE  ]  —  2/rfBF  +  ifc [  2  AE  —  BD  ]  =  o. 
{Voiries  Nouvelles  Annales ,  t.  II,  p.  108.) 

On  a  une  équation  semblable  pour  la  seconde  droite. 

Eliminant  C,  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu  cher- 
ché 

AE*[rf*/ï  -</-'] 
DE»«M,  [<*,/—  #] 
F[D>—  4AFJ[e»rf;—  e'rf] 
A[D»-4AF][e-/;-*:/*] 
D[D*  — 4AF][«ï/rf— e»/,rf,] 
B<F[/^;-/y>] 
B»Djff|/lrf-./H,] 
2  F  [ 2  BF  ■—  DE]  rW,  [rf,e-  rfe,  ] 
2  A[2BF  —  DE] [ ^/;—  4  e,/2] 
2  D  [  2  BF  —  DE]  d<U  [ c,  /—  e/  ] 

+  2  BEF  ««,[<#;  —  </,/] 

4- 2  BEA.#  [/</,—/,<*] 
-h  2  F  [ 2  AE  —  BD]  [/«**  — /,  e,  e/»J 
+  2  A  [  2  AE  -BD]#,[/e  -/*,  j 
-4-  2D[2AE  —  BDlff^de,  —  dte] 

Lorsque  B  =  o  et  que  D* —  /\\\    a  un  facteur  commun 
en  a  et  |3  avei    E,  le  degré  du  Heu  s'abaisse;  de  même  si 

\  a  un  facteur  commun  en  a  et  [3  ;i\c<    I). 

Application .    Soit 
\  =  1 ,  B  =  o,  D  =  —  2  [i,   E  =  —  2  y,   F  =  a  H 


(  «65  ) 
l'équation  du  lieu  devient,  après  avoir  divisé  par  a, 

[  [e*d\]a?+  idd\de,\o?§  +  [e'd]}^  -+-  zdd^de^ 

(A)  +2aJ[/;^rfJ]H-2[^/rA]ap-f-2^[/6',^J 

(         +[rf,/n«+2p[«?//-f-^/F/,]4-2^:t/;C], 

Les  termes  du  troisième  degré  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

[a2 -h  nu{e'd]]  +  ^dd,  {de,)]; 

ainsi  il  n'y  a  qu  une  asymptote  réelle  (*). 

Lieu  du  centre. 
Ordonnant  l'équation  (A)  par  rapport  à  a,  on  a 

(B)  Pa3  +  Qaî  +  Ra  +  S  =  o; 

S  =  2  ddx  [de,  ]  [i3  H-  2  [ /,  e,  d*  ]  p»  +  2  [e/,  +  *,/)  [#  ]  p 

désignons  par  a',  a",  aw  les  trois  racines  de  l'équation  (B) 
et  par  x,  y  les  coordonnées  du  centre,  on  a 

et  l'équation  du  lieu  du  centre  est 

La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne 

8P'.r3—  8PQ.r2  -h  2  x  (RP  —  Q-]  -+-  P  (  QR  —  S 1  =  o , 

dans  laquelle  on  i^empïace  ,6  par  y.  Ainsi,  on  obtient  une 
équation  du  troisième  degré,  en  x  et  y  ;  ce  qu'on  pouvait 
prévoir  à  priori. 

(")  Cas  particulier.  % ,  /3,  roordonnées  du  foyer;  axe  des  r  direetrice; 
rectangolaires. 


(  i66  ) 
SIR  LE  TRIASGLE  INSCRIT  ET  CIRCONSCRIT; 

D'après  Andrews  HART. 


I.  Lemme.  Soient  A,  B,  C,  D,  M  cinq  fonctions  li- 
néaires à  deux  variables. 

AB  =  CD  est  l'équation  d'une  conique  passant  par 
les  points  d'intersection  de  A  avec  C  et  D;  de  B  avec  C 
et  D. 

AB  =  M2  est  l'équation  d'une  conique  touchant  les 
droites  A  et  B ,  et  la  corde  de  contact  est  M. 

CD  =  M2  est  l'équation  d'une  conique  touchant  les 
droites  C  et  D,  et  il  est  évident  que  les  trois  coniques 
passent  par  les  mêmes  quatre  points,  et  que  les  quatre 
points  de  contact  sont  sur  la  même  droite  M.  car  une  de 
ces  deux  équations  est  la  conséquence  des  deux  autres. 

*2.  Soient  ABC.  abc  deux  triangles  inscrits  dans  la 
même  conique  P. 

Si  AB  et  ab  touchent  la  conique  Q,  alors  Aa  et  Bb 
touchent  une  conique  X  passant  par  les  quatre  points  I 
d'intersection  de  P  et  Q  (lemme  I). 

Si  BC  et  bc  touchent  une  conique  R,  passant  par  le* 
mêmes  quatre  points,  alors  B&  et  Ce  toucheront  la  coni- 
que X. 

Et  puisque  A  a  et  Ce  touchent  une  conique  X,  il  s'en- 
suit que  AC  et  ac  touchent  une  conique  S  qui  passe  par 
les  mêmes  quatre  points  I.  (Cayi.ey.) 
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RELATION  CIRCULAIRE  DE  WOBI11S 


Soient  A,  B,  C,  P  quatre  points  dans  un  pian. 

w  cercle  passant  par  A,  B,  C  : 

a  cercle  passant  par  B,  C,  P; 

)3  cercle  passant  par  A,  C,  P-, 

y  cercle  passant  par  A,  B,  P. 

Soient  A',  B',  C  trois  autres  points  pris  posés  arbitrai- 
dans  le  même  plan; 

&>'  cercle  passant  par  A',  B',  C  ; 

a  cercle  passant  par  B',  C  et  faisant  avec  le  cercle  u>' 
même  angle  que  a  avec  w; 

j3'  cercle  passant  par  A'  et  C,  et  faisant  avec  le  cercle 
co''  même  angle  que  (6  avec  w  ; 

y'  cercle  passant  par  A'  et  B'  et  faisant  avec  le  cercle  w' 
même  angle  que  y  avec  o>. 

Alors  a',  |3',  y'  se  couperont  à  un  même  point  F ';  et 

co'  passe  par  les  trois  points  A',   B',   C; 

a!  passe  par  les  trois  points  B',   C,   P'; 

|3'  passe  par  les  trois  points  A',  C,   P'; 

y'  passe  par  les  trois  points  A',  B',   P'; 

de  sorte  que  P  et  P'  se  correspondent. 

Ainsi  étant  donnée  une  figure  plane  quelconque,  on 
peut  tracer  une  autre  correspondante  telle,  que  quatre 
points  de  la  première  figure  étant  sur  un  cercle,  quatre 
points  de  l'autre  figure  sont  aussi  sur  un  cercle. 

C'est  une  cyclograpliie  analogue  à  la  grammagrdphie, 
autrement  dit  homographie.  On  peut  aussi  imaginer  une 
sphéro  graphie. 
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TRANSFORMATION  DES  MODULES  DANS  LES  CONGRIENCES 
DU  PREMIER  DEGRÉ, 

Caractères  de  divisibilité  des  nombres  ; 

D'après  BOUNIAKOWSKY. 


1 .  N  —  r  =  p,  p  est  un  nombre  quelconque  :  cela  veut 
dire  que  N —  r  est  divisible  par  p,  et  p  est  dit  module  ; 
il  s'agit  de  trouver  r. 
Soit 

N  =  ( p  -t-  n  )  q,  -t-  r, ,      ou      r,  <^p  -+-  n , 
//r/,  =  (  /?  +  «)  <72  -t-  r, ,      /?  nombre  entier  arbitraire, 
nq2  =  {p  -h  n)q3-\-  «3, 


nqm_,  =  (p  -+-  n)qm-+-  rm,      ou      »qm<CP  +  «> 
ainsi 

|   N  =  (^iH-^-t-^s  +•••+  ?m) />+'•.--!->'..> +'•.-.-+-.  .  .-hnqm 
(l>    \        =(qt-i-qt-hq?-h.*.-lrqm)p+N. 

Si  N'  est  inférieur  à  p,  on  a 

N'  =  r. 

Si  N'  surpasse  p  -h  «,  on  le  divise  par  p  et  on  a  le  rcsti 
cherché  rj  si  p'  surpasse  encore  p-hn,  on  agit  comme 
ci-dessus  sur  ]N,  on  parvient  à 

N"  =  r,  -t-  r',  +  /■',+  ...-+-  •''7',,,  > 
ou 

N'  =  />-f-N?,     et     N"<N'; 

et  continuant  de  même  on  parvient  à   v'  moindre  que 
p  -t-  n. 


(   '<>9  ) 

2.  Dans  notre  système  de  numération,  on  choisit  n  de 
manière  quep-\-n  soit  une  puissance  de  105  ce  qui  donne 
les  restes  à  vue. 

i°.  Exemple.  p  =  g;  faisant  n=i,  p-\-n  =  10,  on 
tombe  sur  la  règle  connue  ;  car  les  r  sont  les  chiffres  de  N  . 

i°.  N=  3678912,  p  =  989,  prenons  rc=:  1 1,  de  sorte 
que  p  -h  «  =  io3,  alors 

3  6  7  8  =  q,  ;  r,  =  912 

3  678  r2  =  458 

4  0,4  58  r'  =:  44o 

4  o  r,-j-r2H-r3  =  1810  =  989  -f-  821 

ainsi  le  reste  de  ]N  divisé  par  983  est  821 

On  a  ainsi  un  caractère  de  divisibilité  pour  989. 

3.  Prenons  n  négativement,  alors 

N  =  (/>  —«)</,  +  r,, 

—  n^i  =  ~  (p  —  n)q2—  r2, 
nq2  =  {p—n)q?i  +  rit 

—  nq3——(p  —  n)q<—rf, 

±  /^m_,  =  ±  {p  —  n)  qm  ±  rm  , 
d'où 

N  =  (?,—  7=+  ry3±,7;n)/j  +  r,  -+-  r2  -+-  r3  -+- .  .  . 
±  rm  ip  /?/7m  . 

On  emploie  cette  formule  lorsque  p  est  trop  éloigné 
dune  puissance  de  10. 
Soit,  par  exemple, 

N  =  73*865,     ^=37, 


(   !7°  ) 
on  prendra 

io2  =  3.37  —  11, 

7  3  2  8,6  5     r,  =  65,  r2  =  S 
7  3  2  8  r3  =  66,  r,  =  48 


8  0  6,0 
806 

8 

rs  =  99, 
23o 

8  8.6  6 

-  76 

8  8 

1,54 

9,68 
99 

1 1 
1 1 

r\=  55,  >■',=  1 1 
—  1 1 


43 

37 

6 


Ainsi  le  reste  delà  division  est  6. 
En  effet, 

732865=  37. 19827  4-  6. 


QUESTIONS. 


470.  Si  sur  la  diagonale  d'un  rectangle  comme  corde 
on  décrit  un  cercle,  le  lieu  des  extrémités  d'un  diamètre 
parallèle  à  l'autre  diagonale  est  une  h\  perbole  équila- 
tère.  (Ktji'pek,  de  Trêves.) 

171.  Tous  les  cercles  qui  sont  la  perspective   d'une 
même  conique  sur  un  même  plan,  ont  pour  axe  radical 
commun  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  de  la  c;> 
nique.  (O.  Boklejn.) 

172.  Les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  sont  les  élé- 
ments reetilignes  d'un  hvperboloïde  à  une  nappe. 

(Steixer.) 

i73.    Quatre    génératrices   d'un    byperboloïde    étanl 
données,  construire  le  tétraèdre  qui  ait  Ces  quatre  droite! 
1  m  hauteurs 


474.  Le  déterminant 

a,  —  />,,      //,  —  b,,      a,  —  b,,  .  .  .  ,      a,  —  bn 

G*  &l  ,         #J  ^2  5         aJ  ^.-.  5  •   •   •   j         rtJ  ^n 


#3  —  /;, ,      a3  —  b2 ,      ff3  —  6 , , 


-b„ 


a„  —  b, ,      #„  —  6, ,      «„  —  b.,...,      an  —  b„ 

est  égal  à  [ax  —  <tu)(&i —  &g)  lorsque  n  =  2,  et  pour 
/i  ^>  2  il  est  nul. 

475.  Construire  la  conique  lorsqu'on  donne  trois  tan- 
gentes et  une  directrice  (p.  i65). 

*  476.  Cercle  des  huit,  points.  ABCD  est  un  quadrila- 
tère plan,  E  intersection  des  côtés  opposés  AC,  BD  5  F 
intersection  de  AB,  CD.  Il  y  a  quatre  triangles  de  formés. 
AB  avec  son  prolongement  fait  partie  de  ces  trois  triangles 
ABE,  ACF,  BDF;  dans  le  triangle  ABE,  joignons  E  op- 
posé à  AB  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle: 
dans  le  triangle  BDF,  joignons  D  opposé  au  prolongement 
BF  de  AB,  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ; 
dans  le  triangle  ACF,  joignons  C  opposé  à  la  droite  BAF 
avec  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ACF 5  ces 
trois  droites  se  coupent  en  un  même  point  I.  Les  trois 
autres  côtés  du  quadrilatère  fournissent  dune  manière 
analogue  trois  autres  points  I-,  ces  quatre  points  I  et  les 
quatre  centres  des  cercles  circonscrits  sont  sur  la  même 
circonférence  (*).  (Hermès.) 

477.  Les  projections  du  sommet  d'un  triangle  rectiligne 
sur  les  quatre  bissectrices  des  deux  autres  angles  sont  en 
ligne  droite.  (Arthur  Lascases,  de  Lorient.) 

478.  A,  B.  C   trois  points   fixes,  AB  =  c,   BC  —  a, 


(*)  L'existence  de  quatre  centres  sur  une  circonférence  esl  décou 

verte  de  Steiner,  démontrée  dans  le9  Nouvelles  Annales. 


(   '7*  ) 
CA  =  b,  a,  /3,  y  distances  respectives  des  trois  points  à 
une  droite  fixe,  l'on  a 

«2  a2  +  b'p  +  c-y  —  (n2-f-  62  —  c- )  ap  —  (62-j-  c2  —  rtJ)  py 

_  c» -+-«'—  6»)7a=  4S% 

S  =  aire  du  triangle  x\BC.  (Salmon.)  (*) 

479. 

a"+  J'  =  («  +  b)n  —  nab(a  ■+-  b  )"-2  H-  "  *  "  ~     a2  6!  (a+b)*-1 

1.2 

H ^r a3  b3(a-hb  )n~6 

1.2.3  v  ' 

n.n  —  5.n  —  6 .  «  —  1       ,    , 

H =—, '-  a4  b'  (a  -+-  b  )—» 

1.2.3.4 

«(«— 6)(/i— 7)(«— 8)(/i— q)       ,  , 
+  -* \   2  ■>  /[  5     ^a5*s(a+*>*~  +•••> 

7i  entier  positif;  on  arrête  la  série  lorsque  l'exposant  de 
(a-\-b)  devient  négatif.  (Stern.) 


LIMITES    DE   LA    SÉRIE   HARMONIQUE 

(Solution  des  questions  4U2  et  ii»3); 

D'après  M.  SCHLOMILCH. 


I .    Le  m  nie. 

«I    -H  «2  -h  «3    "H    •    ■    •     +  «n^  "\/  a>  <l-aî    ■    •    ■    <>:<■ 

I 

Ct  2  3  4  "   -•-  !    ^      /  ,n„ 

2.         -H h|-f-...H >(/i+ 1  n    lemme  , 

120  n 


!           2          3 

12 

1        2       3 

.  -h  -  =  n 

n 

(*)  Aient  de  publier  dix-sepl  Lessoiu  sur  Vnlgcbrc  supérieure  moderne, 
préliminaires  d'un  ouvrage  Bur  les  High  surfaces,  faisanl  Buite  aui  lli^ii 
curves  ;  clarti  extrême,  profondeur  et  élévation   Nous  en  parlerons  souvent. 


(  i73  ) 
d'où  par  soustraction 


3. 


S„=ïH---hl-t-...+  !>  n[(i  +  n)n  —  i]. 
2        à  n 


-  +  -.  +  7  +  ...H —  >«    «  +  i 

2         3        4  n  -\-\ 

2         3        4  «  H-  i 

-  +  ô  -H-7  + 


3       4  n  +  1 

>ar  soustraction 

1        1  1 


2        3  «  H- 1 


<«[i  —  ("  +  ij     "■ 


1 

S„=n--  +  i-l-...  +  -<«     i-(/ï+i)    " ^—    ; 

2        3  /?  I  «  +  1 J 

c'est  la  solution  de  la  question  432  (t.  X\'II,  p.  434) ■ 
Posons 

cn°  =  n  -+-1,     «ô  =  /-«-ri,     n  =  — ^—5 '-•> 

0 

ainsi 

8.>'-^fV-0, 


Oi 


n  l  n  -+-  1  ,  >  \ 

S„<-  —  H v-    i-e     °   • 

H  +   l  0 


■<< 


l>  i" 


8 

—  0 


donc 


S„  >/(«  +  )), 

S„<  i  +  /(fl  +  1); 


c'est  la  solution  de  la  question  453. 


(  *;4  ) 

Le  rapport  arithmétique  des  Jeux  limites  est  constant; 
le  rapport  géométrique  approche  de  l'unité  avec  n  crois- 
sant :  donc  la  différence  entre  Sn  et  ses  limites  diminue 
de  plus  en  plus. 

M.  Schlômileh  fait  observer  que  les  limites  loga- 
rithmiques peuvent  s'obtenir  par  la  considération  des 
séries  /(i-f-x)  et  log  (i — x)  \  c'est  ce  qu'a  fait  l'élève 
Michaux  (p.  68). 

Le  procédé  de  M.  Schlômileh  s'applique  à  la  série 


i 

-H-  •  .4- 


x  H-  I  y.  -h  2  x  +  rt 


DEMONSTRATION  DE  DEUX  THEOREMES  DE  M.  STEIXER 

voir  t.  Wll,  p.  ^^i^    ; 

Par  M.   DEWULF. 


Théorème  I.  P,  Vy  étant  deux  points  quelconques  situés 
dans  le  plan  d une  courbe  de  degré  n,  les  pieds  des 
normales  abaissées  de  ces  deux  points  sur  la  courbe  sont 
distribues  respectivement  sur  deux  courbes  chacune  de 
degré  n  ayant  en  commun  n~ — B  +  l  points  fixes, 
savoir  les  (/? — i)2  points,  pôles  de  la  droite  située  à  l'in- 
fini, pôles  pris  par  rapport  à  la  courbe  donni 
n  points  situés  à  l'infini, 

R.ippelons  d'abord   comment  on  détermine   les  pôles 
d'une  droite  par  rapport  à  une  courbe  de  degré  //. 

Soit  F(x,y)  =  o  l'équation   de  cette  courbe;   cette 
équation  peut   être  mise  sous  la  tonne 

?n  -H  fn—  i  +  fn— «  "+"  •  •  •  ■+"  ?■  H"  ?•  =  °  i 

•>,  représcntanl  l'agrégai  des  termes  de  degia 


(   »7&  ) 
Si  1  ou  moue  une  tangente  à  eette  conrbe  pai   le  point 
(«,  |3),  on  aura  pour  déterminer  les  points  de  contact,  les 
deux  équations 


r/F       ,  .  d¥ 


;*»j}=so.      (S—  J')^7  +  (a  — 


r/v  fkr 


O 


La  dernière  de  ces  équations  s  abaisse  au  degré  n  — i  et 
se  met  sous  la  forme 


(0 

.  rfF          -'/F 

3  —  -t-  a  — -  H-  X  =z  O  , 

en  posant 

*  =  Ta 

,_,  -+-  2<pm_;-h.  ..+  («  —  i)«p,  +  fc<p„ 

Cette  courbe   se  nomme  la    première  polaire   du    point 
(a,  (3)  par  rapport  à  la  courbe. 

Si  le  point  (a,  (3)  parcourt  la  droite 

(a)  jr=A.-r  +  B, 

on  aura 

f  =  Aa+B; 

ce  qui  permet  de  mettre  l'équation  (i)  sous  la  forme 


/     d¥       d¥\ 


-h  B  —  -4-/5  =  0, 
dy 


qui  est  1  équation  générale  de  toutes  les  premières  polaires 
des  différents  points  de  la  droite  donnée. 

Cette  équation  est  satisfaite  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a  si  1  on  pose 

(3)  V  +  ^  =  o' 

(4)  b^-m  =  o. 


(  «7<*  ) 

Ces  deux  courbes  sont  de  degré  [n  — 1)  et  se  coupent  en 
(//  —  i)'2  points. 

Donc  les  premières  polaires  de  tous  les  points  d'une 
droite  par  rapport  à  une  courbe  de  degré  n  passent  par 
(n — i)5  points  fixes,  que  l'on  nomme  pôles  de  la  droite 
par  rapport  à  la  courbe. 

Si  la  droite  (2)  passe  à  l'infini,  les  équations  (3)  et  (4) 
deviennent 


bien 


dF       dF  _  d¥ 

dy        dx  dy 


dF  _  dF  _ 

dx  dy 


Remarque.  Les  pôles  de  la  droite  située  à  l'infini  sont 
sur  la  courbe  de  degré  (n  — 1) 

dF       dF  _ 
dx         dy 

qui  renferme  aussi  les  points  multiples  de  la  courbe  don- 
née. (Théorème  de  Plùcker.) 

Passons  a  la  démonstration  du  théorème  de  Steiner. 

On  a  pour  déterminer  les  points  où  les  normales  à  une 
courbe  menée  par  un  point  donné  la  coupent  normale- 
ment, les  deux  équations 

F(*»  r)  =  °> 

(5)  ((,-,)£_(„_*)£  =  „. 

(  les  deux  équations  sont  du  degré  //. 

On  conclut  de  là  que  par  un  point  on  peul  générale- 
ment mener  rr  normales  à  une  courbe  du  degré  n.  Ce 
faisceau  de  // '  normales  coupe  la  courbe  en  //3  points. 
Les  //  '  points  où  le  faisceau  coupe  la  courbe  à  angle  droit 


(  "77  ) 

sont  sur  une  courbe  de  degré  n.  On  sait  d'ailleurs  (Salmon, 
Nouvelles  Annales,  t.  IX,  p.  ^74)  que  les  ri* —  n~  points 
où  le  faisceau  normal  coupe  la  courbe  obliquement  sont 
sur  une  courbe  de  degré  n  (n — i). 

L'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r/F  d¥         I      d¥  r/F 

dx  dy         \     dx  dy 

Si  le  point  (a,  j3)  parcourt  la  droite 

/  =  Aj;  +  B, 
la  relation 

p=z  Aa  +  B 

permettra  de  mettre  l'équation  (5)  sous  la  forme 

£1.  _  d¥  \       _//rfF_     dF      nrfF\- 
dx         dy  )  \     dx  dy  dx  J  ' 

qui  est  l'équation  générale  de  toutes  les  courbes,  lieux  des 
pieds  des  normales  abaissées  des  différents  points  de  la 
droite  (2)  à  la  courbe. 

Cette  équation  est  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a,  si  Ton  pose 

dx        dy 

(7)  ^-Vdxr-XdJ  =  °- 

Ces  courbes  sont  l'une  du  degré  n,  l'autre  du  degré  (n — 1) 
et  se  coupent  par  conséquent  en  n  [n  — 1)  points  fixes. 

L'équation  (7),  en  y  remplaçant  —  par  sa  valeur  tirée 

de  l'équation  (6),  devient 

(8)  (r_B)g  =  A*£ 

Ann.  de  Malhrmat.,  t.  XVIII.  (Mai  l85g.) 


(  '73  ) 
Cette  équation  est  satisfaite  si  l'on  pose 

y  —  B  =  Ax, 
ce  qui  prouve  que  n  des  n  (n — i)  points  d'intersection 
des  équations  (6)  et  (7)  sont  sur  la  droite  donnée. 
L'équation  (8)  est  aussi  satisfaite  si  l'on  pose 

d¥ 


1~  —  °; 
ax 


mais  alors  d'après  l'équation  (6)  on  a  aussi 

dy 

Donc,  parmi  les  n  [n  — 1)  points  d'intersection  des  équa- 
tions (6)  et  (7),  (n  —  i)2  se  trouvent  à  l'intersection  de 

d¥  d¥  , 

—  =0  et  —  =  o,  et  ne  sont, par  conséquent,  autres  que 

dx  dy 

les  tn  — xy  pôles  de  la  droite  située  à  l'infini  par  rapport 
à  la  courbe  donnée. 

Nota.  Je  crois  que  l'énoncé  donné  dans  les  Nouvelles 
Annales  est  inexact  (t.  XIV,  p.  -ïZi  ).I1  ne  peut  y  avoir  n 
points  à  l'infini. 

En  effet  à  chaque  point  à  l'infini  correspondent  des 
asymptotes  parallèles  pour  les  courbes  des  équations  (6) 
et  (7). 

L'équation  (6)  ne  peut  donner  que  (n  —  1)  asymptotes 
étant  de  degré  (n  —  1).  D'ailleurs  les  équations  qui  don- 
nent les  coefficients  angulaires  de  ces  asymptotes  sont 

dyn(i,c)  _  d<t„{\,c)  __  q 
d.r  dy 

,      .  rffr(l,c)  fiff„(ï,c) 

W  '—& dy—-°- 

Il  est  évident  que  toute  valeur  de  c  différente  de  A   ne 
peut  satisfaire  en  même  temps  à  ces  deux  équations.  Les 


(  J79  ) 
points  à  L'infini  sonl  donc  tous  sur  la  droite  y  =  A.r-f-  B, 
mais  pour  qu'il  y  ait  (n — i)   points  à  l'infini,  l'équa- 
tion (a)  devrait  avoir  n —  i  racines  égales  à  A,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  en  général. 

Il  faut  donc  énoncer  le  théorème  ainsi  : 

Etant  donnée  une  droite  quelconque  dans  le  plan 
d'une  courbe  de  degré  n,  les  pieds  des  normales  abais- 
sées des  différents  points  de  cette  droite  sont  distribués 
respectivement  sur  des  courbes  chacune  de  degré  n  ayant 
en  commun  ri — n  points  fixes,  (n — i)2  de  ces  points 
sont  les  pôles  de  la  droite  située  à  l 'infini  et  n  de  ces 
points  sont  sur  la  droite  donnée. 

En  appelant  podaire  d'un  point  par  rapport  à  une 
courbe  de  degré  n  la  courbe  de  degré  n  qui  renferme  les 
ri  points  où  le  faisceau  normal  coupe  la  courbe  à  angle 
droit,  on  pourrait  dire  :  un  point  a  par  rapport  à  une 
courbe  une  infinité  de  podaires  toutes  de  degré  n,  et  cha- 
cune d'elles  est  podaire  au  point  fixe  par  rapport  à  toutes 
celles  qui  la  précèdent  dans  la  série. 

Théorème  II.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  une  courbe  de  la  classe  n  est  une  courbe  de 
degré  ri  (*). 

Soient 

F0>  ?)  =  o>    py+  q*=  i, 

les  équations  d'une  courbe  de  la  classe  n.  On  sait  que 
F  (/),  q)  doit  être  de  degré  n. 

La  droite  py  -+-  px  —  i  dans  chacune  de  ses  positions 
est  tangente  à  la  courbe.  Les  coordonnées  ordinaires  du 
sommet  de  l'angle  droit  circonscrit  à  la  courbe  seront  donc, 
données  par  les  deux  équations 

(l)  /?,Y  +  r/,X=i, 

(*)  p2Y4-?îX=i, 

(*)  Dans  les  coniques  ,  ee  lieu  est  un  cercle  double.     Tm. 


(   i8o  ) 
entre  les  coefficients  desquelles  on  a  la  relation 

(3)  p  pi  +  <h<i.  —  o. 

On  a  de  plus  les  deux  relations 

F   /;:,    q=o. 

Éliminant/^,  pi,  gu  q%  entre  les  équations  (i),  (2),  (3), 
i.ji.  (5),  nous  aurons  une  équation  en  XI  qui  sera  1  é- 
quation  du  lieu  cherché. 

Les  équations  (4)  et  (5)  sont  du  degré  n.  les  trois  autres 
sont  du  premier  degré.  D'après  le  théorème  de  Bezout 
l'équation  finale  sera  du  degré  rr .  Ce  qui  démontre  le 
théorème. 

J'ajoute  ici  une  observation  sur  le  premiei  théorème 
qui  donne  un  nouveau  théorème  général.  Reprenons 
L'équation  de  la  podaire  d  un  point  ap 

dF  dV        i      dF  ri  F  v 


Si  nous  posons 

dF  dF 


et 

dx  dr 


cette  équation  est  satisfaite  quelles  que  soient  les  valent - 
de  y.  et  1:  ce  qui  donne  ce  théorème  : 

Les  podaires  de  tous  les  points  du  plan  d  une  courbe 
de  degré  n  ont  en  commun  [n  —  i)s  points  fixes,  qui  ne 

sont  autres  que  les  pôles  de  la   droite  silure  à  l'infini 

par  rapport  à  cette  même  courbe.  Ces  (n — 1  )'  points 

fixes  sont  situés  sur  la  courbe 

dF       dF 

1 =  o 

dx        dj 

de  degré  (n  —  1)  qui  renferme  les  points-  multiples  de  la 

combe  donnée. 


i8i 


TRANSFORMATION  DES  PROPRIETES  METRIQUES  DES  FIGURES 

(voir  t.  XVII,  p   881    , 

Par  M.  FAURE, 
Capitaine  d'artillerie. 


Considérons  dans  la  première  ligure  un  polygone  loi  nie 
parles  droites  A',  B',  C,  D',...,  F'.  Si  l'on  trace  une 
droite  arbitraire  P'  dans  le  plan  du  polygone,  son  aire  S' 
est  donnée  par  le  relation 

S'  =  A'  B'  P'  -+-  B'  G  P'  4-  G  D'  P'  +  .  .  .  +  F'  A'  P'  : 

dans  la  figure  homograpliique  nous  aurons  un  polygone 
formé  des  droites  A,  B,  C ,  D... .,  F  el  une  droite  P,  et, 
d'après  la  relation  (i),  on  aura 

/A.B.P       B.C.P 

S  =  m 


7i,  ,  tu  représentent  le  produit  des  distances  des  sommets 
des  triangles  ABP,  BCP,..,  à  la  droite. 

I.  L'égalité  précédente  montre  que  si  Von  trace  dans 
le  plan  d'un  polygone  une  droite  quelconque,  la  somme 
des  triangles  formés  par  deux  côtés  consécutifs  du  po- 
lygone et  la  droite  arbitraire ,  divisés  respectivement  par 
le  produit  des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite 
fixe,  est  une  quantité  constante. 

Lorsque  la  droite  arbitraire  sera  à  l'infini,  la  rela- 
tion (3)  pourra  servir  à  déterminer  la  constante.  Cette 
constante  sera  donc  égale  à  la  somme  des  triangles 
formés  par  deux  côtés  consécutifs  du  polygone  et  la 
droite   fixe,   divisés  respectivement  par  le  cube   de  lu 


(  i8*  ) 
distance  à  la  droite  fixe  du  sommet  du  polygone  déter- 
miné par  ces  deux  côtés. 

Dans  ces  théorèmes ,  le  mot  somme  doit  être  pris  dans 
le  sens  de  somme  algébrique. 

Relativement  aux  courbes  planes ,  on  voit  que  : 
i°.  Si  Von  considère  une  courbe  comme  un  polygone 
d'une  infinité  de  côtés  infiniment  petits,  V intégrale 
qui  donnera  la  somme  de  tous  les  triangles  qui  auraient 
pour  bases  ces  côtés  et  pour  sommets  communs  un  point 
arbitraire  de  son  plan,  divisés  respectivement  parle  pro- 
duit des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite  fixe,  sera 
constante. 

i° .  Si  l'on  projette  chaque  élément  d'une  courbe  sur 
une  droite  fixe  I  par  des  parallèles  de  direction  arbi- 
traire, l'intégrale  qui  donnera  la  somme  de  ces  pro- 
jections divisées  respectivement  par  le  carré  de  la  dis- 
tance de  Vêlement  correspondant  à  la  droite  I,  sera 
constante ,  quelle  que  soit  la  direction  des  parallèles. 

3°.  Si  Von  trace  une  droite  P  dans  le  plan  d'une 
courbe.,  V intégrale  qui  donnera  la  somme  des  triangles 
ayant  pour  côtés  cette  droite  P  et  deux  éléments  consé- 
cutifs de  la  courbe,  divisés  respectivement  par  le  pro- 
duit des  distances  de  ses  sommets  à  une  droite  fixe ,  sera 
constante,  quelle  que  soit  la  droite  P. 

On  doit  remarquer  que  les  courbes  dont  nous  parlons 
ne  sont  pas  nécessairement  soumises  à  une  définition 
mathématique  :  nos  théorèmes  ont  lieu  pour  des  courbes 
tracées  au  hasard. 

Deux  cercles  étant  concentriques,  si  d'un  point  de 
l'un  on  mène  des  tangentes  à  l'autre  et  que  l'on  trace  la 
corde  de  contact,  on  tonne  un  triangle  dont  Taire  est 
constante. 

La  transformation  homographique  donne  ce  théorème  : 
Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  contact  suivant 


une  droite  I.  et  que  U  un  point  de  t  une  on  mène  des 
tangentes  à  l'autre,  elles  déterminent,  avec  la  corde  de 
contact  de  ces  tangentes  un  triangle  tel,  que  le  rapport 
de  son  aire  au  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de 
ses  sommets  sur  la  droite  I,  est  constant. 

Si  la  droite  I  est  à  l'infini,  les  deux  coniques  sont  ho- 
molhétiques  et  l'aire  du  triangle  est  constante. 

Dans  l'hyperbole,  l'aire  du  triangle  déterminé  par  les 
asymptotes  et  une  tangente  est  constant.  Donc  : 

Étant  données  une  conique  et  deux  tangentes  fixes, 
une  tangente  variable  détermine  avec  celles-ci  un  trian- 
gle tel,  que  le  rapport  de  son  aire  au  produit  des  dis- 
tances de  ses  sommets  à  la  corde  de  contact  des  tan- 
gentes fixes  est  constant. 

Deux  rayons  rectangulaires  et  la  droite  qui  joint  deux 
de  leurs  points  d'intersections  avec  le  cercle  déterminent 
un  triangle  dont  l'aire  est  constante.  Donc  : 

Etant  donnés  une  conique  et  un  point  O,  si  Von  mène 
par  ce  point  deux  droites  conjuguées  et  que  Von  joigne 
deux  de  leurs  points  d'intersections  avec  la  conique,  le 
rapport  de  V  aire  du  triangle  ainsi  formé  au  produit  des 
distances  de  ses  sommets  à  la  polaire  du  point  O  sera 
une  quantité  constante. 

Rappelons  que  deux  droites  conjuguées  relatives  à  un 
point  O  sont  deux  droites  telles,  que  le  pôle  de  l'une  se 
trouve  sur  l'autre. 

Si  dans  le  théorème  précédent  la  polaire  du  point  O  est 
à  l'infini,  ce  point  est  le  centre  de  la  conique 5  les  droites 
qui  y  passent  deviennent  des  diamètres  conjugués,  et 
l'aire  du  triangle  construit  sur  ces  diamètres  est  con- 
stant (théorème  d'Apollonius). 

Lorsque  deux  triangles  a'  h'  c',  a\  b\  c  ont  leurs  côtés 
homologues  parallèles.  L'aire  d  un  triangle  def  à  la  fois 


(  i84  ) 
inscrit  dans  l'un  et  circonscrit  dans  l'autre  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  aires  des  triangles  semblables. 

De  là  :  Lorsque  les  côtés  de  deux  triangles  abc,  a^Cj 
se  coupent  deux  à  deux  sur  une  droite  I  [triangles  ho- 
mologiques),  si  l'on  inscrit  dans  l'un  un  triangle  def, 
circonscrit  à  l  autre,  on  a  la  relation 

def  abc  .a^  6,c, 


7  .at, .  li,  .7, 


ou   les   lettres  grecques   représentent  les  distances  des 
points  correspondants  à  la  droite  I. 

Si  un  triangle  a  br c'  dont  les  sommets  sont  situés  res- 
pectivement sur  trois  droites  parallèles  A',  B',  C  se  meut 
parallèlement  à  lui-même,  il  conserve  une  aire  constante. 

Donc  : 

Étant  donné  un  faisceau  de  quatre  droites  A ,  B,  C,  I  et 
trois  points  fixes  sur  cette  dernière  droite,  si  l'on  inscrit 
dans  les  trois  premières  un  triangle  abc  dont  les  côtés  pas- 
sent respectivement  par  les  points  fixes,  l'aire  de  ce 
triangle  divisée  par  le  produit  des  distances  de  ses  som- 
mets à  la  droite  I  donne  un  quotient,  constant. 

La  suite  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  ï(iî) 

voir  page  118); 

Par  h.  a.  poitrasson,  s.  .1. 

Du  séminaire  de  \  als    Haute-Loire  , 


Soient  le  triangle  ABC  et  Dira  point  sur  BC:  on  a 
AB2.CD-r-ÂC2.BD   -  AU*    BC  =  BCCD.DB 


(  i85  ) 
Ce  théorème  n'est  que  la  reproduction  du  théorème 
suivant,  démontré  par  Carnol. 

Dans  tout  triangle,  si  du  sommet  de  l'un  quelconque 
des  angles  on  mène  une  transversale  à  la  base  opposée 
[de  manière  quelle  coupe  cette  base  et  non  son  prolon- 
gement), le  carré  de  cette  transversale,  multiplié  par 
cette  base,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés,  multipliés  chacun  par  le  segment  opposé  de 
cette  base,  moins  cette  même  base  multipliée  par  le  pro- 
duit de  deux  segments  [Géométrie  de  position,  p.  263). 

M.  Chasles  [Géométrie  supérieure,  p,  233)  a  généra- 
lisé ce  théorème  en  disant  que  : 

<(  Etant  donné  un  nombre  impair  (2V  +  1)  de  points 
a ,  b ,  c,  etc.,  en  ligne  droite,  et  étant  pris  un  point  quel- 
conque m  sur  la  droite  ou  en  dehors,  indifféremment,  on 
a  toujours  l'équation 


am  bm~ 


—  1; 


ab  .ac.ad .  .  .         bc  .bd.be .  .  . 
équation  qui  devient ,  dans  le  cas  où 

(av-H  0  =  3; 
les  trois  points  étant  B,  G,  D  et  A  le  point  arbitraire, 


AB"  AC"  AD 


DB.CB       CD.BC       BD.DC 


AB2.CD  -+-  AC2.DB-f-  AD2.BC-(-BC.DC.BD  =  o, 

qui  n'est  autre  que  1  équation  [oc),  dans  laquelle  on  a 
donné  un  signe  contraire  aux  segments  comptés  de  gauche 
à  droite  et  à  ceux  comptes  de  droite  à  gauche. 


(  i86  ) 
Note.  MM.  Raphaël  Girard,  élève  de  l'iiislituliou  De- 
lorme,  à  Lyon  (classe  de  M.  Adanson),  Brault,  Chauliac 
et  Françoise,  ont  envoyé  des  solutions  directes. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  460  (* 

(  voir  p.  108)  ; 

Par  M.   A.  POITRASSON,    S.   J. 

Du  séminaire  de  Vais. 


On  donne  un  triangle  ABC  et  deux  points  X,  Y  en 
ligne  droite  avec  son  sommet  A;  on  joint  les  points  X,  Y 
avec  un  point  quelconque  O  de  BC  par  les  droites  OX, 
OY  qui  coupent  AB ,  AC  en  deux  points  M  ,  N.  La  droite 
MN  passe  par  un  point  fixe  quel  que  soit  le  point  O. 


Eu  effet  les  six  points  A,  B,  C,  X,  Y,  O  sont  les  som- 
mets d'un  hexagone  ABYOXC  inscrit  aux  deux  droites 
XY,  BC  ;  donc,  d'après  un  théorème  connu  (Poncelet, 
Propriétés  projectiles,  sect.II,  chap.I,  n"  ijo)  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  AB,  OX;  BY,  XCj  YO, 
CA  sont  en  ligne  droite,  el  comme  l'A  ci  C\  ne  changent 
pas  quel   que  soit   le  point   O,  la  droite  'M  N   passera  toit," 


•    i  tcellente  solution 


(  *87  ) 
jours  par  le  point  P,  intersection  des  deux  côtés  XC  YB. 

c.    Q.    F.    D. 

Corollaire.  BC  étant  supposé  à  l'infini,  la  proposi- 
tion est  encore  vraie  et  l'énoncé  se  change  en  celui-ci  : 

Étant  donné  un  angle  BAC  et  deux  points  X,  Y  en 
ligne  droite  avec  son  sommet,  si  par  les  points  X  et  Y 
on  mène  deux  droites  parallèles  qui  rencontrent  les  côtés 
de  l'angle  en  des  points  M,  N  ,  la  droite  MN  passera  tou- 
jours par  le  même  point,  quelle  que  soit  la  direction  des 
droites  parallèles  XM ,  YJN . 


EXERCICE  NUMÉRIQUE  SIR  LES  CONIQUES. 


Équations  de  deux  coniques. 

y  y2  —  3xy  +  5x2  —  Sy  —  ix  ■+■  3  =  o, 
8/2  +  xy  +  Sx-  —  i  ly  —  7  .r  -f-  5  =  o. 

Coordonnées  des  quatre  points  d  intersection 


i  2 

x  =  —  i 


J        3 
3 


x  =  -•,  y  =  -■> 

7  7 


i  1 1 


(  i88  ) 
GRAND  CONCOURS  DE  1857 

(  voir  t.  XVI,  p.  109); 


Etant  données  deux  coniques  C  et  C,  on  mène  dans  la 
première  tous  les  systèmes  possibles  de  diamètres  conju- 
gués, et,  par  un  point  de  la  circonférence  de  l'autre,  on 
mène  des  parallèles  aux  diamètres  de  chaque  système. 
Faire  voir  que  la  droite  qui  joint  les  seconds  points  d'in- 
tersection de  ces  parallèles  avec  la  courbe  passent  par  un 
même  point. 

Note.  Cette  question  n'a  été  insérée  ni  dans  le  Journal, 
ni  dans  la  Revue  de  l'Instruction  publique;  j'en  dois  la 
communication  à  l'obligeance  de  M.  Hauser,  professeur  au 
lycée  Charlemagne. 


GRAND  CONCOURS  DE  1858. 


CLASSE  DE   LOGIQUE    (  SECTION   DES    SCIENCES)    (iO  juillet). 

Mathématiques. 

i".  Étant  donnés  deux  angles  trièdres  égaux  ci  ayant 
h  même  sommet,  on  peut  toujours  mener  par  le  somme I 
une  droite  telle,  que  si  l'on  fait  tourner  le  premier  trièdre 
autour  de  cette  droite  comme  axe,  il  vienne  coïncide] 
i\  ec  le  second 

a0  Deux  nombres»  ei  //'  jouissent  de  cette  propriété 
que  chacun  d'eux  esl  la  somme  des  carrés  de  deux  nom- 


(  »89  ) 
bres  entiers,  le  produit  nu    de  ces  nombres  sera  égale- 
ment la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers. 

Physique  (12  juillet). 

i°.  Qu  est-ce  que  la  chaleur  latente? 

20.  Faire  connaître  et  discuter  les  principaux  pro- 
cédés employés  pour  distiller  les  liquides. 

3°.  On  demande  quel  doit  être  le  rayon  d'un  ballon 
sphérique  formé  d'un  taffetas  qui  pèse  2Do  grammes  le 
mètre  carré ,  pour  que  plein  d'hydrogène  à  20  degrés  et 
à  la  pression  de  om,75  il  ait  une  force  ascensionnelle 
nulle,  lorsqu'il  se  trouve  dans  l'air  sec  à  même  tempéra- 
ture et  à  même  pression  ;  le  litre  d'air  à  zéro  et  sous  la 
pression  de  om^6  pèse  ogr,20,3  et  le  poids  spécifique  de 
l'hydrogène  rapporté  à  l'air  est  0,0693.  On  sait  d'ailleurs 
que  le  coefficient  de  dilatation  est  o.,  00367. 

MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES   (l4  juillet). 

Mathématiques . 

K  étant  un  nombre  donné  et  a  un  angle  aussi  donné, 
mais  compris  entre  o  et  180  degrés  5  g,  G  et  h  étant  des 
inconnues  auxiliaires  liées  par  les  relations 

G  sin  if  =  —  sin  2, 
G  cos  g  =  K  sin  a  -h  cos  a , 
G  sin2  a 

on  demande  les  racines  réelles  de  l'équation 

h  sin'x  —  sin  (  .r  —  a)  =  o. 
On  donnera  à  G  le  même  signe  que  K. 

Note     Cette  question   n"a   été  comprise  ni  des  élèves 


(  '9°  ) 
ni  même  des  professeurs  surveillants,  qui  ont  demandé 
vainement  une  autre  question. 

Chimie  (t5  juillet). 

i°.   Du  chlore  et  de  ses  principaux  composés. 

Montrer  quelles  sont  les  analogies  du  brome  et  de  l'iode, 
soit  entre  eux,  soit  avec  le  chlore. 

2°.   Analyse  du  gaz  acide  chlorhydrique. 

Analyse  du  gaz  acide  sulfureux. 

Analyse  de  1  acide  phosphorique  et  détermination  de 
l'équivalent  du  phosphore. 

3°.  Un  kilogramme  d'acide  oxalique  étant  donné,  com- 
bien obtiendra-t-on  d'oxyde  de  carbone  sec  à  1 1  degrés 
et  o,758,  en  le  traitant  par  l'acide  sulfurique  concentré? 

On  suppose  l'expérience  faite  avec  l'acide  oxalique 
cristallisé  du  commerce. 

Physique  (16  juillet). 

i°.  Une  éprouvette  cylindrique  à  fond  plat  ayant  à 
l'intérieur  une  longueur  /  est  originairement  pleine  d'air 
sous  la  pression  atmosphérique.  On  l'enfonce  verticale- 
ment dans  le  mercure  en  ayant  soin  de  tenir  l'ouverture 
tournée  vers  le  bas  :  il  ne  s'échappe  point  d'air.  On  de- 
mande à  quelle  pression  le  gaz  intérieur  sera  soumis, 
lorsque  le  plan  de  l'ouverture  se  trouvera  à  une  distance 
h  du  niveau  du  mercure  dans  le  réservoir  qui  sert  à  l'ex- 
périence. On  néglige  les  effets  de  la  capillarité. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où 

/  =  o"\2,     p  =  o,']6    et     A=  im. 

2°.  Loi  des  attractions  et  répulsions  électriques 
Démonstration  expérimentale  de  ces  lois. 


'91  ) 


Le  produit  de  quatre  nombres  entiers  en  progression  arithmétique  ne  saurait 
être  le  bicarré  d'un  nombre  rationnel  ; 

Par  M.  BERTON, 

Employé  au  Ministère  de  la  Marine. 


Soient  a ,  a  -\-h,  a  -f-  i  h ,  a  -f-  3  h.  les  quatre  nombres 
proposés  et  P  leur  produit,  on  a 

a  (  a  +  3  h  )  =  a2  -f-  3  ah  , 
(a  -+-  />)(tf  -H  2. h)  =  «2  -+-  3flA  -H  2/i% 
d'où 

P  =  («2-r-3r//*-f-/*2)2  —  A1, 
et  faisant  P  =  p\ 

;y  +  /i4  =  {a2  -h  Zah  +  h"-)2. 

Mais,  d'après  un  théorème  connu  (t.  V,  p.  71  ) ,  la  somme 
de  deux  bicarrés  ne  saurait  être  égale  à  un  carré;  donc 
l'équation  ci-dessus  est  impossible  dans  les  conditions 
de  la  question  :  ainsi  P  ne  saurait  être  égal  à  un  bicarré. 

Remarque.  Si  avec  quatre  nombres  entiers  en  pro- 
gression arithmétique  on  forme  un  quadrilatère  inscrip- 
tible,  la  surface  de  ce  quadrilatère  ne  saurait  être  expri- 
mée par  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 

En  effet,  la  surface  d'un  tel  quadrilatère  a  pour  ex- 
pression la  racine  carrée  du  produit  de  quatre  facteurs 
entiers  qui  se  trouvent  en  progression  arithmétique. 

Note  du  Rédacteur,  f  oir  Chasles ,  Aperçu  histo- 
rique :  Géométrie  des  Indiens,  p.  /\iy. 


(  *92  ) 

SIR  UNE  SIRFACE  ENGENDREE  PAR  DES  NORMALES. 

1.   Soit 

/=  P  y  +  Q  x  =  o 

l'équation  rendue  homogène  dune  surface 5  P  et  Q  sont 
des  fonctions  entières  de  x,  r,  z,  m,  et  les  axes  sont  rec- 
tangulaires. 

L'axe  des  z  est  sur  la  surface;  car  faisant 

x  =  y  =  o , 
z  reste  indéterminé. 

Soient  3Ci,jt,z,,  z/,  les  coordonnées  d  un  point  de  la 
surface,  on  aura 

/  =  Pi  J.  +Qi*i  =  o; 

les  indices  indiquent  des  valeurs  particulières. 

L'équation  du  plan  qui  touche  la  surface  au  point  dé- 
signé est 

df>  ^_     dft  dfx  dfK 

Z— -+J— -+x- h  « •  —  =  o. 

dz{  ayt  «x,  <•/«, 

Si  le  point  de  contact  est  sur  Taxe  des  z  ,  alors 

'•  =.Tt  =  o, 
et  l'on  a 

—  =  o,      ^  =  P,       ^  =  0,,      ^  =  0 

^2,  d/,  rl.r,  '       c/«| 

\insi  l'équation  du  plan  tangent  devient 
P,  y  -)-  Q,.r  =  o, 

1  Q,  sont  des  fon<  lions  de  :,  el  // 


(«93  ) 
Les  équations  de  la  normale  à  la  surface  au  même  point 
xt  =  yx  =o  sont,  les  axes  étant  rectangulaires, 

s  =  o,     Pi/  —  Q,^  =  o. 

Donc  l'équation  de  la  surface  formée  par  toutes  les  nor- 
males à  la  surface  partant  de  tous  les  points  de  z  est 

P,j  —  Qtx  =  o. 

Toutes  ces  normales  sont  parallèles  au  plan  xy:  c'est 
donc  un  conoïde  de  degré  r  -f-  i ,  si  r  désigne  la  plus 
haute  puissance  de  z  dans  P,  et  Q1( 

Si  z  ne  monte  qu'au  premier  degré  dans  Vx  et  Qt ,  le 
conoïde  devient  un  paraboloïde  hyperbolique.  Ce  théo- 
rème a  été  démontré  par  M.  Chasles  lorsque  la  surface 
donnée  est  réglée  et  de  second  degré  [Correspondance 
mathématique  de  Quételet,  p.  97 ,  §  ^5,  1839). 

Un  paraboloïde  hyperbolique  donne  un  second  parabo- 
loïde hyperbolique,  ce  second  produit  un  troisième  ren- 
contrant rectangulairement  le  second  et  est  tangent  au 
premier;  de  sorte  que  ce  troisième  reproduit  le  second 
et  ainsi  de  suite. 


SERIE  DE  TCIIEBICHEF 


Bul.  de  l'Acad.  de  S.-Pétersbourg,  t.  X \  II.  n°  17.  p.  29.  Octobre  i858. 

Soit 

*=/(*)  i 

fonctions  affectées  d'erreurs  quelconques;  M.  Tchebichef 
trouve  le  développement  par  la  méthode  des  moindres 
carrés  (*). 

(*)  C'est  la  véritable  méthode  d'interpolation;  elle  tient  compte  ■'■ 
renrs  possibles  dans  les  mesures.     Tm. 

Ami.  de  Maihâmat.,  t.  XVIII,  (Mai  1 85c» . A  l3 


(  '94  } 
Faisons  successivement 

a,=/(A),      u2=f(2h),.  .  .  ,      un=/(nh), 

ces  valeurs  étant  affectées  d'erreurs  égales. 

u  se  développe  suivant  les  dénominateurs  de  la  fraction 
continue  résultant  du  développement  de  l'expression 

i  i  i 


x  —  h        x  —  ih  x  —  nh 

Ces  dénominateurs   s'expriment  à  un  facteur  constant 
près,  et  en  prenant  Ax  =  h  par 

A'(x —  h)  (x  —  ih)...(x  —  lh)(x  —  nh —  2 //)... (.r  —  nh  —  ///), 

on  a  cette  série 

1  3  -  /  (  n  —  i)  A  m,      ,  , .  . 

-l.ut-h     ,     V  '        'Mx-h)  {.r.-nh-  h) 

n  r2./?.(«3 —  i-)/r 

2  i  [i  -+-  i)(n  —i)(n  —i  —  1)  A2  u, 
iJ. a2. «.(«*  —  i-)\n7  — -??)  h' 

A3  (x  —  h)  (x  —  2  h)  (x  —  nh  —  h)  (x  —  nh  —  2  h) 

Si  (1  -N  1)  (t  -+-  2H"  —  1)  (n  —  i  -r-  1)  {n  —  i  —  2)  A*  u( 

.    n    — .  1 1 

'  1  -   2?.  3' .  n .  I n2  —  i-    1  •''"'  —  2a  )  (  ri'  —  3'  )  //" 

A3(.r— h)  (x—  1  h)(x  —  3  h)  (x  —  nh  —  h)  (.r  —  nh  -+-  2  h)  {x  —  nh  —  3  //) 

Les  signes  S  s'étendent  de  i=  1  à  1=  //. 
Désignant  les  fonctions 

b(x— h)(x  —  nh  —  h),      A-  (  x  —  //),...  ,       A 

par  A1,  A2,  A3,  etc.,  on  a 

A'  =  (  2  /  —  1  )  A  (  2  .r  —  «//.  —  h)  a'-' 
-(/-!)•[*« -(I-i)»JA« A*-»; 


(  «9*»  ) 
d'où  l'on  tire 

A'  =  /*  (  2  .r  —  nh  —  h) y 

A'  =3 h'    ix  —  nh  —  h)2  —  (n2  —  i)  h*, 

A3  =  i5h3(ix  —  nh  —  A)s— 3(3«'—  'j)hi(2x—  nh  —  h) 

A'  =  io5h*(2x  —  nh  —  h)'—  3o  (3/z2—  i3)  he(2.x  —  nh  —  lif 

+  9(«'  — ,)(*,-'9)A% 

Ab  =  g45^5  (207  —  nh  —  iif —  io5o  (n7  —  7)  h'  (2^ — nh  —  h)' 

-+-  i5(i5/?'  —  23o«3  -+-  4<>7  )  h*  (2^  —  «A  —  A). 
Le  développement  en  fraction  continue  de  l'expression 

iii  1 

ï  -+■ 


x  —  2  h        x  —  3  h  x  -+-  nh 

devient 


i2(n2—  V)h2 
ix  —  n  —  h — 


,,                      .  /x  2J(/2J  —  2')/* 

3  (  2  X  —  /?/*  // 


5[2.x  —  nh  —  h)  —  —-± . 

7       7  (20:  —  /îA  —  A) 


!VOTE  SUR  LES  SERIES  DIVERGENTES; 

Par  M.   E.   CATALAN. 


I.  En  rédigeant,  l'année  dernière,  un  Traité  élèmen- 
tairedes  séries,  je  remarquai  cette  proposition  très-simple, 
qui  infirme  la  plupart  ries  théories  imprimées  et  ensei- 
gnées : 

La  somme  d'un  nombre  indéfiniment  grand  (*)  de 

(**)  Indéfiniment  grand  signifie  ici  :  qui  croit  indéfiniment. 

i3. 


(  *&) 
termes  consécutifs  peut  avoir  pour  limite  zéro  >  sans  que 
la  série  soit  convergente. 

Pour  vérifier  ce  théorème ,  il  suffit  de  considérer  la  série 


divergente 


2/2       3/3  '       («+i)/(«H-i)  ' 

et  de  prendre  la  somme  des  n  termes  qui  suivent  le  n""" 
On  obtient  ainsi 


Sî»         Sn-(„  +  2)/(«-t-2)+,"+(2«  +  l)/(2«  +  l)' 

Tous  les  termes  du  second  membre  sont  moindres  que  — —  ; 

J       //  In 

donc 

et,  conséquemment , 

1im(S2n—  S„)  =  o. 

II.  Si,  dans  une  série  divergente,  la  somme  d'un  nom- 
bre indéfiniment  grand  de  termes  a  quelquefois  pour  li- 
mite zéro,  cette  somme  peut,  à  plus  forte  raison,  tendre 
vers  une  limite  finie,  s'il  existe,  entre  le  nombre  n  de 
ces  termes  et  le  rang  a  du  premier  d'entre  eux ,  une  re- 
lation convenablement  choisie.  Par  exemple,  ^ 

(i)  lim  ( — ï 1 - h-,   -h—  )  = /a. 

Cette  formule  (i)  est  devenue  la  question  458.  Généra- 
lement, les  solutions  m'ont  paru,  ou  inexactes,  ou  trop 
compliquées   :  j'espère  que  La  démonstration    suivante 

sera  jugée  simple  el  rigoureuse  : 

III.  Théorème  (évident  au  moyen  d'une  figure).  ■s",> 


(  '97  ) 
f  (x)  une  jonction  positive  et  indéfiniment  décroissante , 
du  moins  à  partir  de  x  =  a  —  15  soit  F  (x)  la  fonction 
primitive  de  f  (x).   On  a 

ii\   \      /(«)+/(«  +  0+/(*  +  a)  +  «  ••+/(«  +  *— 0 

l    J    j>F(«  +  ii)-F(fl), 

,,.      (        /(«)+/(«  +  !)+... +/(«  +  «-!) 

1    j    j<F(«+#i)- F  (*)--/(« +  11) +/(«). 

IV.  Corollaire.  Si  le  nombre  entier  11  est  une  fonc- 
tion donnée  du  nombre  entier  a ,  qui  devienne  infinie  en 
même  temps  que  a ,  et  si  la  différence  F  (a  -f  11)  —  F  (  a) 
tend  vers  une  limite  A  lorsque  a  croît  indéfiniment , 

lim  [/(a)  -+-/(«  +  1)+.  ..+/(«+«—  i)]  =  À. 

V.  Applications.    i°.  Soient 

/(«)  =  -,       n  =  (p  —  i)a  +  gr, 

p  et  q  étant  deux  nombres  entiers  donnés.  On  aura 
F(«)  =  te  +  C, 

F(a  +  «)  —  Y(a)  =  M /;  +  M,      X  =  /p; 

donc , 

(4)    lim     -  H ï 1 ï h •  •  .H =  //;• 

L«        a-t-i        fl  +  2  pa -\- q  —  ij 

En  particulier, 


(1)      lim     -H - 1 h...  H = 

L«       a  -f-  1        a -H  2  ia- — ij 


/:> 


a0.   Soient 

<7  /« 


d'où 
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F(a)  =  lla-\-C, 


pu 


is  /  =  In  et 


Uî1  -f-  l 


H). 


la 


lim 


[■ 


a  la        (  a  -+- 1  )  /  (  a  + 1  ) 
1 


=  /2. 


(  «2  -f-  a  —  1  )  /  (  a-  -+•  a  —  1 } 
3°.   Soient,  enfin, 


/(.r)=— î      a  =  b\      n  =  1  b  +  1, 


b  étant  un  nombre  entier. 
Ces  hypothèses  donnent 


F(^)=a^+C,     F(a  +  «)  —  F(«)  =  2; 


donc 


lim 


r. 


...-+- 


+  2iJ 


VI.  Remarque.  A  cause  des  inégalités  (2),  (3),  on  a 


1  1 


y/62        y/62-f-i 


\/b2-h  2  b 
1 


\Jb2        s/b2  +  i  sjb^ib 

ce  qui  est  assez  curieux. 


>2, 


<2  + 


b[b+l) 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  435 

(voir  t.  XVII,  p.  186); 

Par  M.   Louis  CREMONA. 

Professeur  à  Crémone. 


Sur  les  longueurs  OA,  OB,  OC  données  dans  l'espace , 
on  prend  respectivement  les  points  a,  b,  c  ;  les  rapports 
Art,  Bb,  Ce  sont  donnés.  Trouver:  i°  l'enveloppe  du 
plan  abc  ;  2°  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  abc. 

D'après  l'énoncé,  les  droites  OA,  OB,  OC  sont  divisées 
eu  parties  proportionnelles  ou  semblablement ,  et/ï,  &, 
c  sont  des  points  homologues  de  ces  divisions.  Si  l'on  de- 
mande l'enveloppe  du  plan  abc ,  la  question  est  un  cas 
particulier  de  la  suivante  : 

Trois  divisions  lioinographiques  étant  données  sur  trois 
droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  on 
demande  l'enveloppe  du  plan  de  trois  points  homologues. 

On  trouve  ce  problème  avec  son  corrélatif  parmi  les 
questions  proposées  (p.  298)  dans  l'ouvrage  capital  de 
M.  Steiner  :  Systématise  lie  Entwickelung  der  Abhân- 
gigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander  (*).  Ber- 
lin, i832. 

La  question  corrélative  est  résolue  par  le  théorème  sui- 
vant de  M.  Chasles  : 

Si  trois  droites  données  dans  l'espace  sont  les  axes  de 
trois  faisceaux  homographiques  de  plans,  le  lieu  du  point 
commun  à  trois  plans  homologues  est  une  cubique  gau- 
che {**)  (courbe  à  double  courbure  du  troisième  ordre 

(*)  On  n'a  publié  que  la  première  partie  de  cette  admirable  production; 
quand  l'auteur  nous  donnera-t-il  les  autres?     C. 

(*')  Locution  italienne  trèe-expressive  que  nous  conservons.     Tm. 
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et  de  troisième  classe)  qui  a  deux  de  ses  points  sur  cha- 
cune des  droites  données. 

De  là  on  tire,  par  le  principe  de  dualité: 

Si  trois  droites  données  dans  l'espace  sont  divisées  ho- 
niographiquement ,  l'enveloppe  du  plan  de  trois  points 
homologues  est  une  surface  développable  de  la  troisième 
classe  (et  du  quatrième  ordre)  qui  a  deux  de  ses  plans 
tangents  passant  par  chaque  droite  donnée;  ou  bien,  ce 
qui  est  la  même  chose,  le  plan  de  trois  points  homologues 
est  osculateur  d'une  cubique  gauche  qui  a  deux  de  ses 
plans  osculateurs  passant  par  chaque  droite  donnée. 

Dans  le  cas  particulier  qui  constitue  la  question  435  , 
les  divisions  homographiques  données  sont  semblables  ; 
donc  les  points  à  l'infini  des  droites  OA,  OB,  OC  sont  ho- 
mologues 5  par  conséquent  le  plan  abc  enveloppe  une 
surface  développable  de  la  troisième  classe  (et  du  qua- 
trième ordre)  qui  a  un  plan  tangent  à  l'infini  ;  ou  bien 
le  plan  abc  est  osculateur  d'une  cubique  gauche  qui  a  un 
plan  osculateur  à  l'infini.  Les  plans  OBC,  OCA,  OAB, 
ABC  sont  osculateurs  de  la  même  courbe. 

On  résout  la  question  avec  facilité  aussi  par  le  calcul. 

Posons 

OA  =  a ,      OB  =  b,     OC  =  c, 

Oa=p,      Ob=f/,      Oc  —  r, 


donc 


p  —  a 


—  h 


i  étant  variable  avec  p,  q,  /';  /,  ^,  v  constantes.  Cela 
montre  que  p,  q,  r  sont  les  coordonnées  courantes  d'une 
droite  lixe  rapportée  aux  axes  OA,  OB ,  OC. 

Les  coordonnées  dit  centre  de  gravité  du  triangle  abc 
sont 

v  =  ^(a  +  li),     y=-(b  +  iLi),     3  =  -(c  +  w); 
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donc  le  lieu  du  centre  est  la  droite 

3x  —  a        3/  —  b        3  z  —  c 

qui  est  parallèle  à  la  droite  fixe  menée  ci-dessus. 
Le  plan  abc  a  pour  équation 

x      y       z 

p         q         r 

ou  bien 


a  -+-  X  i        b  -f-  a  i        c  -\-vi 

Si  dans  cette  équation  on  fait  disparaître  les  dénomi- 
nateurs, elle  devient  du  troisième  degré  en  i;  donc  le 
plan  abc  est  osculateur  d'une  cubique  gauche.  Pour  ob- 
tenir les  équations  de  cette  courbe,  je  dérive  la  dernière 
équation  deux  fois  par  rapport  au  paramètre  i: 

\x  a  y  v  z 

7,  +  ,l    .       -x.  +  * T,  =  °» 


a  -f-  11)2       (b  -h  ai)2       (c  -+-  ni) 
\*X  u?  y  v3Z 


(«H-)./)3        (b -\- pif        {°  +'■"'! 
!)<■  ces  trois  équations,  on  tire 

pv  (  a  -j-  X  /'  )3 


(va  —  Xc)  [lb  —  prt) 

vX(6  H-  tju)3 

y  —  — — ) 

[\b  —  ua) (uc  —  v  b) 

la  (c  -f-  vi)3 
(w  -f-  vi)  (va  —  Xc) 

équation  de  la  cubique  gauche  qui  est  évidemment  osculée 

par  les  plans 

x       y       z 
x  =  o ,     y  =  o ,      z  =  o ,      — H  -7  -I —  =  i  • 

'     J  abc 

Le  plan  à  l'infini  est  aussi  oscillateur  de  la  courbe,  parce 
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que  les  valeurs  trouvées  de  x,  y,  z  ne  contiennent  pas  le 
paramètre  variable  i  en  diviseur. 

Les  équations  ei-dessus  sont  simples  et  symétriques  ; 
mais  si  Ion  veut  étudier  la  cubique  gauche  qui  résout  la 
question  proposée,  il  est  bien  plus  simple  de  faire  usage 
de  la  représentation  analytique  de  ces  courbes,  que  j'ai 
donnée  dans  un  Mémoire  inséré  daus  les  Annali  di  Ma- 
tematica  pura  e  applicata  (Roma,  1 858) .  Soient  x  =  o 
le  plan  oscillateur  dans  un  point  de  la  courbe  qu'on  prend 
pour  origine  ;  y  =  o  le  plan  qui  touche  la  courbe  dans 
ce  même  point  et  la  coupe  a  l'infini;  z  =  o  le  plan  qui 
coupe  la  courbe  «à  l'origine  et  la  touche  à  l'infini .  Les 
équations  de  la  courbe  seront 

x  =  ai',     y  =.  bP,      z  —  ci , 

a,  b,  c  étant  des  constantes  et  i  le  paramètre  variable.  La 
droite  x  —  z  =  o  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
de  la  courbe  parallèles  au  plan  y  =  o.  La  courbe  a  un 
grand  nombre  de  propriétés  qu'il  est  bien  facile  de  dé- 
couvrir à  l'aide  des  équations  données  ci-devant. 

La  circonstance  que  la  cubique  gauche,  dont  nous 
nous  occupons  étant  osculée  par  le  plan  à  L'infini  constitue 
pour  elle  un  caractère  spécifique  qui  la  distingue  de  toute 
autre  espèce  de  courbe  du  même  degré.  Si  l'on  compare 
les  cubiques  gauches  aux  coniques  planes,  l'espèce  parti- 
culière de  cubique  dont  il  s'agit  correspond  à  la  para- 
bole, qui,  comme  on  sait,  est  touchée  par  la  droite  à 
l'infini.  Dans  un  petit  Mémoire  qui  \a  cire  public  dans 
les  Annali  di  Matemalica  j'ai  classifié  les  cubiques  gau- 
ches comme  il  suit  (*)  : 

Premier  genre.  La  courbe  a  trois  asymptotes  réelles  5 

i  .  position  analytique  très-bien  faite  «li's  belles  études  de 

M .  Cbasies  sur  les  cubiques  gauches,  J'en  .ii  rail  la  traduction,  <)"'•  j<'  pu- 
blierai le  1  il h~  1 4 •  1  possible  1  m. 


(  ao3  ) 
il  n'y  a  pas  de  plans  oscillateurs  parallèles;  les  plans  os- 
cillateurs coupent  la  surface  développable  qu'ils  enve- 
loppent suivant  des  coniques  qui  sont  toutes  des  hyper- 
boles-, les  centres  de  ces  hyperboles  sont  sur  une  ellipse. 
Le  plan  de  cette  ellipse  rencontre  la  cubique  en  trois 
points  réels  et  coupent  les  cônes  du  second  degré  qui  pas- 
sent par  la  cubique  suivant  des  hyperboles. 

Second  genre.  La  cubique  a  une  seule  asymptote  réelle 
et  deux  plans  oscillateurs  parallèles  entre  eux  qui  coupent 
la  surface  développable  (dont  la  courbe  est  l'arête  de  re- 
broussement)  suivant  deux  paraboles;  tous  les  autres 
plans  osculateurs  coupent  la  même  surface  suivant  des 
ellipses  ou  des  hyperboles.  Les  centres  de  ces  coniques 
sont  sur  une  hyperbole  dont  le  plan  est  parallèle  et  équi- 
distant  aux  deux  plans  osculateurs  parallèles. Luie  branche 
de  l'hyperbole  focale  contient  les  centres  des  ellipses; 
l'autre  branche  contient  les  centres  des  hyperboles.  Les 
points  de  la  cubique  gauche  auxquels  correspondent  des 
ellipses  sont  situés  entre  les  plans  osculateurs  parallèles; 
les  points  auxquels  correspondent  des  hyperboles  sont  au 
dehors.  Le  plan  de  l'hyperbole  locale  rencontre  la  cu- 
bique gauche  dans  un  seul  point  réel  et  coupe  les  cônes  du 
second  degré  qui  passent  par  la  courbe  suivant  des  ellipses. 

Tels  sont  les  seuls  cas  absolument  généraux  que  peu- 
vent présenter  les  cubiques  gauches.  Mais  il  y  a  à  consi- 
dérer aussi  deux  cas  particuliers,  savoir  : 

i°.  La  courbe  a  une  seule  asymptote  réelle  à  distance 
finie  ;  les  deux  autres  sont  aussi  réelles  ,  mais  elles  coïnci- 
dent à  l'infini.  C'est-à-dire  :  le  plan  à  l'infini  coupe  la 
courbe  dans  un  point  et  est  tangent  dans  un  autre.  Les 
plans  osculateurs  coupent  la  développable  suivant  des  hy- 
perboles, à  l'exception  d'une  seule  qui  est  une  parabole. 
Les  autres  de  ces  hyperboles  sont  sur  une  autre  parabole. 
Les  deux  paraboles  sont  dans  un  même  plan  qui  coupe  Jes 
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cônes  du  second  degré  passant  par  la  courbe  suivant  des 
paraboles. 

2°.  La  courbe  a  toutes  ses  asymptotes  qui  coïncident 
à  l'infini,  savoir,  elle  est  osculée  par  le  plan  à  l'infini. 
Les  plans  osculateurs  coupent  la  développable  suivant  des 
paraboles. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  462 

(voir  p.  116)  ; 

Par  MM.   Paul  DE  CHATJLIAC  et  Georges  PTJGENS, 
Élèves  du  collège  Sainte-Marie  ,  à  Toulouse. 


SABC  étant  un  tétraèdre  quelconque,  désignons  par  \ 
son  volume,  par  ce  le  dièdre  dont  l'arête  est  BC,  par  (3 
celui  dont  l'arête  est  AS,  par  /*,  h',  h",  h'"  les  hauteurs 
du  tétraèdre  qui  partent  respectivement  des  sommets  S , 
A ,  B ,  C  ;  et  enfin  par  A  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  S  sur  1  arête  BC. 

On  a 


sin  a  =  — 


/*       A.BC  //.BC  hh'.BC 


h       Z-.BC       2 surf  SBC  6V 

et  de  même 


d'où  l'on  tire 
ou  bien 


h"  h'".  AS 
sin  P  =       6V 


hh'h"h'"      ■        , 
sin  a. sin  6  =  — 0^.r-     • BC. Ab, 
3oV2 

BCAS  36  V2 


sin  a.  sin  p  —  h  h'  h"  h"' 

Donc, .... 

MM.  de  Chardonnel  (deChâlons-sur-Marne),  Edouard 
Mynard,  élève  du  lycée  Saint-Louis,  donnent  la  même 
solution. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  465 

(voir  t-  XVIII,  p.  117); 

Par  M.   A.-A.  TERQUEM, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis. 


Solution.  Je  prends  un  des  plans  pour  plan  des  xy,  et 
l'arête  pour  axe  des  x  et  l'origine  au  point  A.  L'équation 
du  premier  plan  est 

soit 

ï  =  az 

eelle  du  second  plan.  Les  équations  d'une  droite  dans  le 
plan  xy  sont 

z  =  o ,     y  =  mx , 

771  étant  le  paramètre  variable.  Les  équations  de  la  droite 
perpendiculaire  située  dans  le  second  plan  sont 

i 

y  — x,     y  —  az; 

m 

l'équation  du  plan  qui  passe  par  ces  deux  droites  est 

(i)  mx — y  -1-  a  (m2  •+-  i)  z  =  o  ; 

la  dérivée  par  rapport  à  m  est 

(  i  \  x  -f-  2  m  az  =  o  ; 

éliminant  ira  entre  (i)  et  (2),  on  obtient 

2  az  x ■  +  4  «  "  z2 y  —  a  z  (  x7  -+-  y2  )  =  o , 
et  supprimant  la  solution  z  =  o , 

x*  •+•  4  o  zy  —  y-  =  o , 
équation  d'un  cône  ayant  son  sommet  an  centre. 
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L'équation  de  la  normale  au  plan  variable  esl 


m  ~  a  (iw'-f-i)  '"    ~~ y  ' 
éliminant  m  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons 

a  y  (  .r3  -f-  j-  )  +  z y~  =  O  , 

ou,  eu  supprimant  le  plan  j"  =  o ,  on  a 

a  (.r2  -+-  jr  -  )  +  2  j  =  o . 

C'est  aussi  un  cône  rapporté  au  centre. 

Nota.  M.  L.  Braiilt  (élève  de  l'Institution  Barbet),  pre- 
nant pour  plans  des  coordonnées  les  plans  bissecteurs  des 
deux  plans  donnés,  parvient  aux  mêmes  résultats;  au 
moyen  d'une  sphère, dont  le  centre  est  en  A, on  transforme 
le  théorème  en  un  autre  relatif  au  triangle  sphérique. 


SOLUTION  \)l   LA  QUESTION  467 

ivoir  p.  118); 

Par  MM.   Paul  DE  CHAULIAC  et  Georges  PUGENS, 

Élèves  du  collège  Sainte-Mario,  ii  Toulouse. 


S  ABC  étant  un  tétraèdre  quelconque,  soient  h,  h',  h",  h'" 
les  hauteurs  qui  partent  respectivement  des  sommets  S,  A, 
B,  C,  et  supposons  que  les  deux  premières  se  rencontrent. 

Le  plan  P  passant  par  h  et  /*',  est  perpendiculaire  sur 
les  deux  faces  ABC,  SBC;  et,  par  conséquent  .  sur  l'a- 
rête BC  ;  d'où  il  suit  que  cette  dernière  droite  est  perpen- 
diculaire sur  l'arête  SA  (*) ,  droite  située  dans  le  plan  P. 


'*)  Deu\  droites  non  situées  dans  le  môme  plan  Boni  perpendiculaire 
l'une  sur  l'autre ,  lorsqu'on  menant  par  un  point  cle  l'une  une  parallèle  .. 
l'autre,  cette  troisième  droit  première  un  angle  droit. 
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De  plus,  h"  et  h"'  étant  respectivement  perpendicu- 
laires sur  les  faces  SAC,  SAB,  le  sont  aussi  sur  SA,  et, 
par  conséquent,  cette  dernière  droite  est  perpendiculaire 
à  la  fois  aux  deux  plans  déterminés  par  les  deux  couples 
de  droites 

(BC,   h"),  (BC,   /;'"); 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  ces  plans  se  con- 
fondent. Donc,  etc. 

MM.   Emile  Françoise    (élève  du  lycée  de  Caen)  et 
G.  V***  ont  résolu  la  question  de  la  même  manière 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  469 

voir  p.  118  )  ; 

Par  MM.  Paul   DE   CHAULIAC  et  Maurice  DE  BOYSSON, 

Élèves  du  collège  Sainte-Marie,  à  Toulouse. 

Le  point  E  étant  la  projection  du  sommet  A  sur  le 
côté  BC,  si  l'on  considère  la  distance  DE  comme  positive 
ou  négative,  selon  qu'en  la  parcourant  à  partir  du  point  D, 
on  va  ou  non  dans  le  sens  de  B  vers  C  ;  on  sait  qu'on  a  les 
égalités 

AB2=  AD*  +  BD  +2. BD.DE, 

AC2  =  AD'  +  CD5+  2. CD. DE, 

d'où  1  on  tire  ,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de 
la  première  égalité  par  CD,  et  ceux  de  la  seconde  par  BD, 

Âb'.CD  +  AC  .BD  =  AD   .BC  +  BC.CD.BD. 
Donc,  etc. 

Scolie  I.  La  question  précédente  peut  être  généralisée 
comme  il  suit  : 
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Le  point  D  étant  supposé  sur  le  coté  BC  ou  sur  son 
prolongement,  si  l'on  considère  les  distances  BD  et  CD 
comme  positives  ou  négatives,  selon  qu'en  les  parcou- 
rant respectivement  à  partir  des  points  B  et  C,  on  va  ou 
non  dans  le  sens  de  B  vers  C ,  on  a  la  relation 

âb\cd  —  âc\bd  +  âd\bc:=bc.cd.bd 

La  démonstration  se  fait  toujours  comme  précédemment. 

Scolie  II.  Le  théorème  précédent,  qui  renferme  comme 
cas  particulier  la  proposition  XIVe  du  3e  livre  de  Legendrc 
(3e  édition  de  Blanchet),  est  dû  à  Stewart  (*). 

Ces  deux  scolies  sont  communiqués  par  MM.  de  Chau- 
liac  et  de  Boysson, 

MM.  Brault  (élève  de  l'institution  Barbet),  Emile 
Françoise  (élève  du  lycée  de  Caen)  et  G.  \***  ont  résolu 
la  question  de  la  même  manière. 

THÉORÈME 

Sur  le  trapèze  et  sur  le  tronc  de  pyramide. 


B  et  b  longueur  des  bases ,  c  longueur  d'une  parallèle 
aux  bases  menée  par  le  centre  de  gravité  et  terminée  aux 
côtés  non  parallèles;  on  a 

_2  B»  —  b3 

Théorème  analogue  pour  le  tronc  de  pyramide. 

3B'-i( 

c  =  4B^nr- 

c,  B,  b  sont  des  aires.  (Puouhet.) 

(*)  Chxsi.es,  Aperçu  historique  sur  l'origine  rt  U  développement  aes  mé» 
thodes  en  géométrie ,  p. 
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\n  ITIIMOHM.IL 

Problème  sur  la  puissance  des  nombres  ; 

Par  M.   BERTON, 

Employé  au  Ministère  de  la  Marine. 


Trouver,  parmi  les  puissances  parfaites  des  nombres 
entiers ,  celles  qui  ont  pour  racines  la  somme  des  chiffres 
nécessaire  à  leur  expression  dans  un  système  de  numéra- 
tion donné. 

Désignons  par  Nm  une  quelconque  des  puissances  cher- 
chées, et  par  [p  -+- 1)  le  nombre  de  chiffres  nécessaires  à 
son  expression  dans  le  système  de  numération  dont  la 
base  est  B;  nous  aurons  les  deux  équations 

(i)  N"  =  rtB''4-*Bf-,+...-r&«'B  +  A, 

(2)  N  =  «  -h  b  -h... -{- g -h  h. 

Mais  chacun  des  chiffres  a,  &,.  .  .,  g,  h  étant  au  plus 
égal  à  (B  —  1),  nous  pourrons  poser 

(3)  N<(B-i)G»-f-i). 
Substituant  dans  l'équation  (i),  il  viendra 

(B  —  i)"'(p-hi)m>aBP-h  bBP~l  4--  ..-hgB-h  h, 

et ,  à  fortiori . 

B"(^  +  i)m>BP, 
d'où 

(^  +  i)»'>B^m. 

Appliquant  les  logarithmes  en  prenant  B  pour  base  du 
système,  on  obtient 

(4)  log(/;4-.)>^=^, 

Ann.  de  Mathémat  ,  1.  Will.  (Juin  t85g  i4 
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inégalité  qui  donne  la  limite  supérieure  du  nombre  de 
chiffres  des  puissances  cherchées.  Ce  nombre/;,  une  fois 
connu,  devra  être  substitué  dans  l'équation  (3),  pour 
que  l'on  puisse  déduire  de  cette  relation  la  limite  des  ra- 
cines qui  doivent  satisfaire  à  la  condition  énoncée.  Si 
donc  on  désigne  par  N' cette  dernière  limite,  il  suffira, 
pour  résoudre  le  problème ,  d'élever  successivement  à  la 
puissance  donnée  les  nombres 

i,   2,   3,  4,...,  H', 

et  de  voir  si.  parmi  les  expressions  de  ces  puissances,  il 
y  en  a  dont  la  somme  des  chiffres  est  égale  à  la  racine  qui 
leur  correspond. 

Dans  le  cas  particulier  de  telle  puissance  ou  de  telle 
base  données,  on  pourra  abréger  le  nombre  de  ces  essais 
en  observant  que  si  l'on  retranche  membre  à  membre  les 
équations  (i)  et  (a),  la  différence  N  (  Nm_1 — î)  devra 
être  divisible  par  (B  —  i). 

Pour  faire  une  première  application,  soient 

B  =  ro     et     m  ss  2. 
La  formule  (4)  donne 

d'où 

p<4. 

Donc,  s'il  existe,  dans  le  système  décimal,  des  carrés 
dont  la  racine  carrée  est  égale  à  la  somme  des  chiffres  de 
leur  expression,  ces  carrés  ne  peuvent  être  composés  au 
plus  que  de  quatre  chiffres,  et  36  est  la  limite  des  racines 
carrées  dont  il  s'agit,  car  L'équation  (3)  devient  dans  les 
conditions  de  la  question 

N<9(3  +  i)  =  36. 
Mais  si  l'on  retranche  membre  à  membre  Les  équations  (i) 
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et  (2),  on  remarquera  dans  l'hypothèse  que  le  produit 
N  (j\  —  1)  sera  nécessairement  divisible  par  9,  que  par 
suite  les  racines  carrées  des  nombres  cherchés,  ou  ces 
racines  diminuées  d'une  unité,  devront  être  divisibles 
par  9,  et  qu'en  définitive  les  seuls  nombres  qu  il  y  ait 
lieu  d'élever  au  carré  sont 

1,  9,    10,    18,    19,   27,  28,   36. 

Or  ces  nombres  ont  respectivement  pour  carrés 

1,  81,    100,    324,   36i ,   72g,   784,   1296, 

et  la  somme  des  chiffres  de  ces  carrés  dans  Tordre  donné 
est 

ï»  9»    !»   9»    IO>    l8>    J9>    l8- 

11  n'y  a  donc,  parmi  tous  les  carrés  exprimés  dans  le 
système  décimal  (en  outre  de  l'unité)  que  le  nombre  81 
dont  la  somme  des  chiffres  considérés  comme  représen- 
tant des  unités  simples  soit  égale  à  sa  racine  carrée. 

Note.  On  peut  généraliser  ce  résultat  en  disant  que, 
dans  un  système  de  numération  à  base  quelconque,  la 
somme  des  chiffres  du  carré  de  la  base  diminuée  de  l'u- 
nité est  toujours  égale  à  la  racine  carrée  de  ce  carré. 

En  effet,  on  a 

(B  —  i)'  =  B(B  —  2)4-1, 
nombre  dont  la  somme  des  chiffres  est  égale  à 
(B  —  2)4-1=  (B  — 1). 
Soit,  pour  seconde  application, 

m  =  3     avec     B  =  10. 
L'équation  (4)  donne 

d'où 

.4. 
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Donc  s'il  existe  dans  le  système  décimal  des  cubes  dont 
la  racine  cubique  est  égale  à  la  somme  des  chiffres  de  leur 
expression,  ces  cubes  ne  peuvent  être  composés,  an  plus, 
que  de  six  chiffres ,  et  54  est  la  limite  des  racines  cubiques 
dont  il  s'agit;  car  l'équation  (3)  devient,  dans  les  con- 
ditions de  la  question, 

N<9(5-hi)  =  54. 

Mais  si  l'on  retranche  membre  à  membre  les  équa- 
tions (i)  et  (2),  on  remarquera  dans  l'hypothèse  que  le 

produit 

N(N  —  i)(N  +  i) 

et  conséquemment  l'un  des  trois  facteurs  N,  (N  —  1), 
(N-f-i)  devra  être  divisible  par  9;  que  par  suite  les 
racines  eubiques  des  nombres  cherchés  ou  ces  racines 
diminuées  ou  augmentées  de  l'unité  devront  être  divisi- 
bles par  9,  et  qu'en  définitive  les  seuls  nombres  qu'il 
y  ait  lieu  d'élever  au  cube  sont  : 


8, 

9, 

10, 

'7, 

18, 

«9, 

26, 

27» 

28, 

35, 

36, 

37, 

44, 

45, 

46, 

53, 

54. 

Or  le  tableau  suivant  présente  les  cubes  de  ces  nombres 
dans  l'ordre  donné,  et,  en  dessous  de  chacun  d'eux, 
entre  parenthèses,  la  somme  de  leurs  chiffres  : 


5l2 

729 

IOOO 

4v)'3 

5832 

685q 

(8) 

(18) 

(') 

(•7) 

(18) 

(28) 

1 7576 

i9683 

71952 

42875 

46656 

5o653 

(26) 

(*7) 

(•9). 

(26) 

(27, 

(19) 

85 184 

91  12Ô 

t)7336 

14887 7 

157464 

(26) 

(l8) 

(28) 

(35) 

(s?) 

d'où  l'on  voit  que,  parmi  tous  les  cubes  exprimés  dans  I» 

svsicmc  décimal  (en  outre  de  l'unité)  .  il  n  \  en  a  que 


(  *'3  ) 
cinq  dont  la  somme*  des  chiffres  soit  égale  à  leur  racine 
cubique. 

Ces  cubes  et  leurs  racines  sont 

Cubes 5i2       49  '3       5832        17576       19683 

Racines  cubiques. .        8  17  18  26  27 


EXERCICE  NUMÉRIQUE  SIR  LES  CONIQUES. 


Une  conique  qui  passe  par  les  cinq  points  (i,  2), 
(3,  5),  (—  i,4),  (—3,  —  1),  (—4,  3),  les  premiers 
nombres  étant  des  x  et  les  seconds  des  y,  a  pour  équation 

7gx-  —  32o.rj  -î-  3oi  y"1  ■+•  1 101  x  —  i665 y  -f-  i586  =  o. 

(Salmon,  Conics,  p.  211.) 


NOTE 

Sur  la  limite  supérieure  des  racines  négatives  déduites  de  la  formule  aux 
différences  de  Newtou  ; 

Par  M.   VITASSE, 

Professeur  au  lycée  de  Tours. 


La  formule  de  INewton  permet  de  former  un  polynôme 
algébrique  de  degré  m ,  quand  on  connaît  pour  une  va- 
leur particulière  attribuée  à  la  variable  la  valeur  de  sa 
fonction  et  de  ses  m  différences.  La  voici  : 


OC  — —  jCç\    {  3C 


I  X  —  Xu  \ 


-.      ,  x Xu  I. 

j ( •') = y\ -\ y~    •r° "l 1~2 To "*■ 

x  —  x0  [x  —  .r0  \  I x  —  x0 

H L5 - 

i.2.3...  //■ 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  cjiie  m  soit  un  nombre 
pair,  et  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
soit  positif.  Dans  ce  cas,  la  différence  de  Tordre  m  est 
positive,  et  si  1  on  se  reporte  à  la  manière  dont  on  forme 
le  tableau  des  différences,  on  verra  que  pour  une  valeur 
négative  de  x  suffisamment  grande,  la  différence  de  l'or- 
dre m  —  i  sera  négative,  celle  de  Tordre  m  —  i  positive, 
celle  de  Tordre  m —  3  négative,  etc.,  la  différence  pre- 
mière négative,  et  la  valeur  de  la  fonction  positive  (*). 

Or  si  -+•  x0  est  la  plus  petite  valeur  absolue  de  la  va- 
riable pour  laquelle  toutes  ees  conditions  sont  satisfaites, 
cette  valeur  sera  une  limite  supérieure  des  racines  né- 
gatives. 

En  effet,  si  dans  la  formule  qui  précède  la  valeur  ab- 
solu»' de  x  est  plus  grande  que  x0 ,  x  —  X0  sera  négatii 

et  aussi  '    ~~  — ',  et  comme  Ai  0  est  par  hypothèse  négatii. 
le  produit  (- — ■= — -)  A)0  sera  positif.  Dans  le  troisième 

terme,  les  facteurs  — - — %  — ; — -  —  i  seront  négatifs,  el 

comme  A2i  0  est  positif,  ce  terme  sera  encore  positif.  <  ié- 
néralemeul.  les  termes  contenant  en  facteur  une  diffé- 
rence d  ordre  pair  et  positive,  contenant  aussi  un  nombre 
pair  de  facteurs  tous  négatifs,  seront  positifs;  pour  une 
raison  analogue,  les  termes  contenant  en  facteur  une  dif- 
férence d'ordre  impair  seront  aussi  positifs.  Donc  /  \x) 
gardera  une  valeur  positive  pour  toutes  les  valeurs  néga- 
tives de  x.  qui  sont  en  valeur  absolue  plus  grandes  qui 
x0  est  donc  une  limite  supérieure  des  racines  négatives. 
Si  ///  était  un  nombre  impair,  on  prouverait  «le  la 
même  manière  que  si  pour  .«„  la  fonction  el  ses  différences 

*    i  lar  ces  différences  sont  exprimées  par  » l » -^  fonctions  alternativement 
•  c  pair  ci  impaii       I  m 
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de  divers  ordres  sont  alternativement  négatives  et  posi- 
tives, xQ  sera  une  limite  supérieure  des  racines  négatives. 

Ainsi  dans  tous  les  cas,  la  plus  petite  valeur  absolue  de 
x>  pour  laquelle  la  fonction  et  ses  différences  auront  des 
valeurs  dont  les  signes  sont  alternés,  sera  une  limite  su- 
périeure des  racines  négatives. 

Si  l'on  applique  cette  remarque  à  l'équation 

r3  —  7  x  -f-  7  =  o , 

on  trouve  que  x  =  —  4  est  la  limite  dont  il  s'agit.  La  ra- 
cine négative  est  en  effet  comprise  entre  — 3  et  — 4- 
[Algèbre  de  Bertrand,  p.  377.) 


CONIQUE  DOME  PAR  DES  POINTS  Oli  DES  TANGENTES; 

Par  M.   E.   DE  JOINQUIËRES. 


Problème.  Trouver  quelle  est  /'espèce  de  la  section 
conique  qui  est  déterminée  par  cinq  conditions  données 
(points  ou  droites). 

I.  Je  supposerai  que  les  cinq  conditions  sont  cinq 
points  ou  ciii(|  tangentes  ,  car  tous  les  autres  cas  se  ramè- 
nent aisément  à  ces  deux-là.  Par  exemple,  si  les  données 
sont  trois  points  et  deux  tangentes,  on  cherchera  les 
points  de  contact  des  deux  tangentes  et  la  question  sera 
réduite  à  celle  où  l'on  donne  cinq  points.  Mais  comme  on 
a  alors  quatre  coniques  distinctes  qui  satisfont  aux  con- 
ditions proposées ,  il  faudra  déterminer  l'espèce  de  cha- 
cune de  ees  quatre  coniques. 

IT.  Si  les  données  sont  les  cinq  points  a ,  h  ,  c .  d,  e, 
on  mènera  par  Le  point  a  trois  droites  ac\  ad',  ne'  pa- 
rallèles  respectivement   ;uix  droites  bc ,   bd:  be.  Si  les 
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rayons  doubles  des  deux  faisceaux  homographiques  (*) 
a  (c,  d,  e)  et  «  (c',  r/',  e')  sont  réels  et  distincts,  la  co- 
nique est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  paral- 
lèles à  ces  deux  rayons.  Dans  ce  cas,  les  rayons  doubles 
peuvent  être  rectangulaires ,  et  alors  la  conique  est  une 
hyperbole  équilatère.  Si  ces  rayons  doubles  sont  coïnci- 
dents, la  courbe  a  deux  points  confondus  en  un  seul  à 
l'infini 5  c  est  donc  une  parabole.  Enfin  ,  s  ils  sont  ima- 
ginaires, la  courbe  est  une  ellipse.  Dans  ce  dernier  cas, 
les  deux  faisceaux  peuvent  être  semblables  (voir  Géoni. 
sup.,  n°  145,  p.  io3) ,  et  la  conique  est  un  cercle. 

Telle  est,  pour  le  cas  des  cinq  points,  la  solution  indi- 
quée par  M.  Chasles  dans  sa  Gêom.  sup.:  n°  646,  p.  458. 

Celui  où  l'on  donne  cinq  tangentes  peut,  ainsi  qu'on 
va  le  voir,  se  résoudre  avec  la  même  facilité. 

IIJ.  On  donne  cinq  tangentes  de  la  conique  dont  on 
veut  déterminer  l'espèce. 

Soient  Se,  Se' deux  des  tangentes  données;  les  trois  au- 
tres marquent  sur  celles-ci  deux  divisions  homographiques 
a,  b,  c  et  a',  b'.  c' .  Le  point  S  étant  considéré  successi- 
vement comme  appartenant  à  l'une  et  à  l'autre  de  ces 
deux  divisions,  on  cherchera  ses  homologues  r  et  /:  ce 
sont  les  points  de  contact  des  tangentes  Se,  Se'  avec  la 
courbe.  On  cherchera  aussi  les  points  1  et  J'  qui  cor- 
respondent, dans  les  deux  divisions,  respectivement,  au 
point  de  l'autre  qui  est  situé  à  1  infini.  Si  ces  points 
sont  eux-mêmes  à  1  infini  .  la  courbe  est  une  parabole. 
S  ils  sont  a  distance  finie, on  achèi  era  le  parallélogramme 
circonscrit  SIS'J',  dont  le  centre  0  est  le  centre  même  de 
la  conique.  Menant  alors  les  droites  O  m  et  O  n  parallèles 
respectivement  a  Se  et  Se',  et  joignant  Or  et  Or,  <>n  aui  a 
deux  systèmes  de  diamètres  conjugués,  savoir  Or,  Omet 


"im<*  !i"iii":;i  aphiqui  -       I  N 


(  "7  ) 

Oê,  On.  Les  rayons  doubles  de  linvolution  déterminée 
par  les  deux  angles  /w.O/%  nOt  sont  les  asymptotes  de  la 
conique  [Géom.  sup.,  n°  689,  p.  485).  Donc  cette  courbe 
sera  une  hyperbole  ou  une  ellipse,  suivant  que  ces  rayons 
sont  réels  ou  imaginaires,  c'est-à-dire  suivant  que  les 
deux  angles  n'empiéteront  pas  ou  bien  empiéteront  l'un 
sur  l'autre.  Si  les  deux  angles  sont  droits,  la  conique  est 
un  cercle. 

IV.  autrement.  On  ne  déterminera  que  le  point  de 
contact  r  et  le  centre  O.  Puis  on  mènera ,  par  les  points 
a,  &,  c  trois  droites  parallèles  à  /'O  ,  qui  couperont  Se'  en 
trois  points  a,  (5,  y.  Les  deux  divisions  de  points  a',  b', 
c'  et  a,  j3,  y  sont  liornographiques.  On  cherchera  les 
points  doubles  de  ces  deux  divisions.  S'ils  sont  réels,  c'est 
une  preuve  que  la  courbe  a  deux  tangentes  réelles  paral- 
lèles au  diamètre  réel  /'O,  et,  par  conséquent,  c'est  une 
ellipse.  Mais  si  ces  deux  points  sont  imaginaires,  ces  tan- 
gentes sont  imaginaires  et  la  conique  est  une  hyperbole. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  463 

voir  p.  116  )  ; 

Par  M.   L.   BRAULT, 
Elève  de  l'institution  Barbet. 


Soil  1  équation 

( I )  .r"  -+-  rt,  -r"-'  +  a.  .r""2  +  .  .  .  +  «„_,  x  +  an  =  O  , 

si 

[n  —  \)a]  —  («-r-2)tf,  <  o; 

l'équation  a  au  moins  un  couple  de  racines  imaginaires. 

ToEPLITZ  . 

On  .sait  que  si 

f{x)  =  o 
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a  toutes  ses  racines  réelles  ,  les  équations 

/'(*)  =  0,      f"(x)  =  0,..., 

ont  aussi  leurs  racines  réelles.  La  dérivée  de  Tordre  (n — 2) 
du  premier  membre  de  l'équation  (1),  égalée  à  zéro,  donne, 
en  ôtant  un  facteur  commun, 

(2)  n  (n  —  i)o7-  -4-  ?.  [n  —  x)axx  -h  2rt2  =  o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  celle  équation  est 

(/?  —  i)«j  —  2««j^>  o. 
Or  si  Ton  a 

[n  —  i)a]  —  («H-2)rr,  <o, 

on  aura,  à  fortiori , 

[n  —  1)  a]  —  2  //  a:  <^  o , 

et,  dans  ce  cas,  l'équation  (2)  ayant  ses  racines   imagi 
naires,  l'équation  (1)  aura  au  moins  un  couple  de  racines 
imaginaires. 

Nçte  du  Rédacteur.  (// — i)a]  —  ina2  esl  la  somme 
des  carrés  de  la  différence  des  racines.  Toute  fonction 
symétrique  dont  chaque  terme  ne  renferme  que  des  expo- 
sants pairs,  positifs  ou  négatifs,  fournit  un  critérium 
lorsque  celle  fonction  a  une  valeur  négative. 

M.  Chabirand ,  élève  de  l'école  préparatoire  de  Sainte' 
Barbe,  donne  la  même  solution  que  M    Mrault. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  468 

voir  p.  11» 

Par  UN"   PROFESSEUR. 


La  question  468  (Bourget,   professeur  à  la  Faculté  de 
Clermont)  rentre  dans  l'identité 

A        A(A  —  a)        A(A  —  a)  {A—  b) 
i h- 


a  a  .a 


b  u  .  b  .  ( 


quand  un   des   facteurs  A  —  a,  A  —  b,  A —  c,  .  .  .  de- 
vient nul ,  ce  qui  doit  avoir  été  remarqué  il  y  a  longtemps. 


A  _         A  —  a 


somme  des  deux  premiers  termes; 

A  —  a  (A         \        (A  —  a)  (A.  —  b) 


^(H=L 


a.b 
somme  des  trois  premiers  termes*, 

(A  —  a)  (A  —  b)  [         A\  _         (A  —  a)(A~b){A-c) 


a.b  \         cl  a .b .c 

somme  des  quatre  premiers  termes; 

(A  —  a)(A  —  b)(A  —  c)  (A 


a.  b  .c 


e-o 


(A  —  a)  (  A  —  b  )  (  A  —  c)  (A  —  d) 
a  .b.c.d 

somme  des  cinq  premiers  termes;  el  ainsi  de  suite. 
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CONCOURS  DE  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE  (1858), 
Composition  mathématique  ; 


Par  M.  Léon  BRAULT, 
Élève  de  l'institution  Barbet 


x,  j,  z  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  et  /// 
un  paramètre  variable,  on  demande  de  déterminer  les 
diverses  surfaces  que  peut  représenter  l'équation 

./-'  +  (2m3+l)(j-'+z:)-2  (.ry  -+-  xz  +  yz) 
=  2  //21  —  3  m  4-  i , 

lorsque  le  paramètre  m  varie  de  —  ce  à  -+-  oc  . 

L'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 


2    ,  .2 

,    ~(m1x  —  zy  +  - 

A)      <  m2  m 


y  —  zY  -+-  — - 1  m-  >  —  2  Y  H (m*  —  i)z? 

3  m  -+-  i . 


Les  racines  réelles  de  l'équation  (m*  —  i)  =  o  sont  —  î 

et  -h  1 5  celles  de  l'équation  2  m* —  3  m  -h  i  =  o  sont  -» 

et  i . 

Cela  posé,  en  désignant  par  P.  Q,  \\  des  polynômes  du 
premier  degré,  et  par  A  une  constante,  quand  on  lait 
varier  m  de  — oo  à  -h  ce  ,  l'équation  A  prend  successive- 
ment l«'s  formes  suivantes  : 

î".    Pour  /n  =  —  ce  . 

>     }-  z:  =  i  •     (  Cylindre  droit  de  révolution 

•.'.".   m  variant  il<'        x  à —  i, 

P    ,   Q    •    i;    =  /.  Ellipsoid( 
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3°.   Pour  m  = —  i, 

P'+  Q-  =  /,-.      (Cvlintlre  elliptique.) 

4°.   m  variant  de  —  i  à  H —  » 

2 

P2  +  Q*  —  R?  =  **•     ( Hyperboloïdes  à  une  nappe.  ) 

5°.   Pour  m  =  -  •> 
i 

P24-Q2  —  *.' =o.     (Cône  elliptique.) 

6°.   m  variant  de  H —  à  —  i , 

P'4-  Q-  —  R2=  —  P.      (Hyperboloïdes  à  deux  nappes.) 
7°.    Pour  m  =  I, 

P!  +  Q!  =  o.     (Ligne  droite. ) 

8°.  m  variant  de  +  i  à  H-  co  , 

p:  +  qî  +  rï  =  X\     (  Ellipsoïdes.  ) 
y0.   Pour  m  =  -+-  oo  , 

r-4-zJ=  i.      (Cylindre  droit  de  révolution.) 

Remarque.  La  forme  de  l'équation  A  permet  de  déter- 
miner facilement,  dans  chaque  cas  particulier",  un  sys- 
tème de  plans  diamétraux  conjugués,  quand  il  en  existe; 
et  de  déterminer  aussi  les  systèmes  de  génératrices  rec- 
tilignes  que  peuvent  admettre  les  surfaces  considérées. 

Note  du  Rédacteur.  Deux  quelconques  de  ces  sur- 
faces (A)  se  coupent  suivant  une  ligne  dont  la  projection 
sur  le  plan  des  ,x>  est  un  cercle;  l'enveloppe  de  toutes  ces 
surfaces  est  une  surface  du  sixième  degré. 

Lorsque  les  dix  coefficients  de  l'équation  générale  sont 
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fonctions  d'un  même  paramètre  ,  variant  de — oo  à  +  oo  , 
on  ne  peut  guère  déterminer  les  diverses  surfaces ,  qu'en 
ayant  recours  aux  formules  de  M.  Painvin. 


ÉQUATIONS  D'UN  CERCLE  TOUCHANT  DES  DROITES 

D'après  M.   CAYLEY. 


i°.   Equations  des  trois  droites 

A  «  +  B/  +  C  =  o  , 
A'.»-  4-  B'r  +C'  =  o, 
A".r  +  B"j+  C"=0. 

Équation  du  cercle  louchant  ces  trois  droites 

vTr+Bj+C,    v/A'x-f-B'rH-C',    \^A".r-HB"/+C" 
^A+B/,  y/lOx  +  ïïl,  \jA"x-hB"i 

y/A  —  Bi,  \/A'~  B'/,  \/A"—  B"/ 

2°.   Équations  des  trois  droites 

x  cos  a  -H  r  sin  a  —  p  =  o ,    , 

.r  cos  p  -H  >  cos  p  —  <i  =  o ,    -  axes  rectang. 

xcos'/  -H  j  cos  7  —  r  =  o.    ; 

Expiation  du  cercle 

sin  -  (6  —  7)  y/.r  cos  «  -+-  y  sin  «  —  /; 

-f-  sin  -  (7  —  a  )  \jx  cos  (î  -H  v  cos  (3  —  7 


I-  siu  -  (a  —  p)  v'.r  cos  7-I-7  sin  7  —  r  =  o. 


t3  ) 


Posons 


S  =  sin  ((3  —  7)  +  sin(7  —  a)  +  sin(a  —  p), 

on  obtient  pour  équation  du  cercle,  sous  forme  ration- 
nelle, 

H-[Sx-h/^(sin  (J — sin  y  )-+- 7  (sin  7— sin  a) -h /(sin  a — sin  fi)]2 
H-[Sj  -+-/^(cos(3— coS7)-R/(coS7 — cosa)-f-r(cosa — cosjî)]* 
—  [/;sin(p  —  7)  +  q  sin (7  —  a)  -+-  /sin  (a  —  p)p  =  o. 

3°.   Equations  de  quatre  droites 

A  5;  +  B  j  +  C  —  °  > 
A'j-  +  B'j  +  C  =  o, 
A".r  +  B"j  +  C"=o, 

A"',-  +  B'"j  +  C"'=o. 

Equation  de  condition  pour  qu'un   cercle  touche  ces 
quatre  droites: 


A,      B,     C,        y/AJ  •+-  B2 


A',    B',    C,       v^'2  +  B'2 
A",    B",   C",      y/ A"2  +  B5" 


=  o. 


A'",  B"\    C",      s/A"''J+B" 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  V 

(  voir  Bulletin,  p.  5)  ; 

Par    M.    Eugène    DUPONT, 

Élèvo  du  lycée  Louis-le-Grand  (  classe  de  M.  Bouquet). 


Les  quatre  centres  O,  O',  O",  O'"  des  cercles  qui  tou- 
chent trois  côtes  d'un  triangle  ABC  étant  réunis  deux  à 
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deux  donnent  six  longueurs.  Démontrer  que  les  milieux 
I,  P,  K,  N,  H,  M  de  ces  longueurs  sont  sur  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle. 

Lemme.  Si  dans  un  triangle  ABC  on  mène  les  trois 
hauteurs  AG  ,  BF ,  CE  dont  les  pieds  sont  E ,  F,  G  et  qui 
se  rencontrent  en  un  point  O ,  et  qu'on  prenne  les  mi- 
lieux H,  K,  I  des  distances  du  point  O  à  chacun  des 
sommets,  les  points  E,  F,  G,  H,  K,  I  sont  sur  une  même 
circonférence  avec  les  milieux  M,  ]N  ,  P  des  côtés  du 
triangle  ABC. 

C'est  le  cercle  des  six  points. 

Or,  le  triangle  0'0"0"  a  ses  côtés  respectivement  per- 
pendiculaires aux  bissectrices  des  angles  du  triangle  pro- 
posé ;  car  soit  CO'"  l'un  de  ses  côtés,  cette  ligne  est  bis- 
sectrice de  l'angle  supplémentaire  de  CA.B;  elle  est  donc 
perpendiculaire  sur  la  bissectrice  0"A  de  l'angle  CAB. 

Alors  les  points  M  ,  I ,  P ,  A  ,  K .  3N  ,  C ,  H  ,  lî  se  trou- 
vent, d'après  le  lemme  précédent ,  sur  une  même  circon- 
férence qui,  passant  aux  points  C,  A  et  B,  est  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  ABC.         c.   q.   f.   d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  406 

(voir  t.  XVI,  p.   Wll  . 

Par   M.  C.   SOUILLART, 
ancien  élève  il»'  l'École  Normale. 


Trouver  1  équation   du  cercle  qui  coupe  à  angle  droit 
trois  cercles  donnés. 

1.  Je  cherche  d'abord  la  relation  qui  doit  exister  entre 
les  coefficients  dis  équations  de  deux  cercles  pour  tjue 

ces  deux  cercles  .v  COUpenl  à  angle  droit. 
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Soient 

U  =  a  (  x1  -■(-  y'  )  -+-  2  hxz  -4-  2  crz  H-  cz2  =  o , 

U,=  rt,  (.r1  H- J2)  +  2^,.rz  -f-  2C,  JZ  +  e,  Z?  =  O 

les  équations  de  deux  cercles  rendus  homogènes  (en  coor- 
données rectangulaires). 

Le  centre  du  premier  cercle  a  pour  coordonnées j 

j  et  si  l'on  désigne  par  r  son  rayon,  on  a 

De  même  pour  le  deuxième  cercle  ,  les  coordonnées  du 

bt           c, 
centre  sont ■> )  et  si  ?\  est  son  rayon,  on  a 


a,         \a,  /         \atJ 


J'exprime  que  la  distance  des  centres  est  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit 
les  rayons  des  deux  cercles.  Il  vient 


b        ^iV       (c        ct 
a        a ,  /         \  a        a, 

<e  qui  donne,  en  éliminant  les  rayons, 

e        es  b  b,  ce, 

-H 2 2 =  o, 

a        a,  a  a,  a  as 

ou  bien 

aeK  —  2  bb,  —  2  ce,  -+-  ea,  =  o  : 

c'est  la  relation  cherchée. 
2.   Soient  maintenant 

U,=:0,       Uv  — O,        U3  =  O 
Ann.  de  Mathémat.,  t.  XVIII.    Juin  1859.)  l5 
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les  équations  des  trois  cercles,  et  M>it 

U  =  o 

l'équation  inconnue  du  cercle  qui  les  coupe  à  angle  droit. 
Je  suppose  que  ces  équations  aient  la  forme  indiquée  plus 
haut ,  chaque  coefficient  faisant  connaître  par  son  indice 
le  cercle  auquel  il  se  rapporte,  et  les  coefficients  sans 
indices  appartenant  au  cercle  inconnu.  On  aura,  entre 
les  coefficients  a ,  b,  c,  e  les  trois  équations 

ai\  —  ibbt  —  ?.cf,  -4-  ea,  =  o, 
ac,  —  i  b/>.  —  ?.  ce,  +  en 2  =  o  , 
ae3  —  •j.bb;  —  ice,  -+-  ea3  =  o. 

Entre  ces  trois  équations  et  l'équation  D  =  o  où 

a  (  .r'2  +  r -'  )  +  2  b  xz  4-  2  eyz  -+-  ez1  =  o , 
il  faut  éliminer  a ,  h  ,  c  ,  e.  On  sait  que  le  résultat  scia 


e, 

h, 

<", 

", 

e 

b> 

ct 

a  t 

<" 

b 

c 

(fi 

+  y' 

—  xz 

—  yz 

z5 

Telle  est  l'équation  cherchée.  Si  on  la  transforme,  en 
multipliant  para:,  y  ou  z  les  éléments  des  di\  erses  co- 
lonnes et  ajoutant  aux  éléments  d'une  colonne  les  élé- 
ments d'une  autre  ou  de  deux  autres,  on  obtient 


exz-\-b{x-+-cxy  bxz>-\-axx  clz-*-aly  a, 

c,z-+-  b,x  +  c,jr  />,z~i-<i:x  f,H-«ij  a, 

esz-*r  b,.r.-\-  c,,  '  baZ+atX  c,z-\-a,y  O, 

o                            o  <»  z1 


—  o, 
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dU, 

r/U, 

dVt 

~dz 

dx 

~d~y 

rfUs 

d\}2 

rfUs 

dz 

dx 

rfF 

rfU3 

d\]3 

r/U, 

Hz 

~~dz~ 

17 

=  o; 


ou  enlui 


r/u, 

r/U, 

d\J 

dx 

~dj 

dz 

r/U, 

dV2 

r/U 

dx 

~dj 

~7/7 

d\]3 

dV 

dU 

dx 

dy 

dz 

Remarque  1.  En  transformant  le  déterminant,  on  a 
introduit  le  facteur  z%  à  tous  les  termes  de  l'équation, 
puis  supprimant  le  facteur  2%  il  reste  le  facteur  com- 
mun z. 

Remarque  11.   Si  Ion  considère  la  tangente  menée  au 

point  (—■>—)   du   premier  cercle  et  les  tangentes  aux 

\zi     zi  / 

points  (— >— )  et  (— >  ~  )  du  deuxième  et  du  troisième 

cercle  ,  la  condition  pour  que  ces  trois  droites  se  coupent 
au  même  point  est,  comme  on  le  voit  aisément, 


r/U, 
dx, 

r/U, 

«*r. 

r/U, 
~dz, 

r/U. 
d.r7 

r/U, 
dy7 

r/U, 
dz. 

dV3 

dU, 

r/U. 

dxt 

dy, 

~dT, 
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équation  tout  à  fait  analogue  à  celle  qu'on  doit  trouver, 
et  dont  on  pourrait  peut-être  tirer  parti  pour  résoudre  la 
question  proposée. 

La  solution  qui  précède  suppose  que  les  axes  des  coor- 
données soient  rectangulaires  :  niais  il  a  été  démontré 
par  M.  G.  Salmon  (t.  XVII,  p.  95)  que  le  déterminant 


rfU, 
dx 

dx 

dx 


d\J, 
dy 

d\\ 

d\J3 

dy 


dV, 

~dT 

rfU, 

~dz 

dV, 
~dz 


est  un  covarîant.  des  trois  courbes  Uj ,  U2 ,  U3  :  en  l'éga- 
lant à  zéro,  on  a  donc  toujours  la  même  courbe,  quels 
que  soient  les  axes. 

L'équation  du  cercle  orlhotoniique  à  trois  cercles  don- 
nés a  été  mise  par  M.  Brioschi  (t.  XV,  p.  463)  sous 
une  autre  forme  remarquable  qu'on  peut  déduire  de  la 
précédente. 

Soit 

\  =  o 

l'équation  de  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  pat- 
rapport  au  cercle  U  ;  on  a 


</U, 

dz 


Soit 


1=  o 


l'équation  delà  droite  qui  joi  ni  les  centres  des  cercles  l 
Us  ;  les  coordonnées  de  ces  deux  (entres  sont  respective - 


ment * 


b 


—  et -»  — 

a,  a 


:  donc    la  ligne  des  cen- 
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1res  a  pour  équation 


ou 


ou  enfin 


donc 


par 


r  suite 


a2  a2 

«3  #3 

x  y 

z  z 

b2  c2        u-i 

b3  cz       «3 

—  x  —  y     z 

d\}2  rfU, 

d.T  dy 

dU3  d\J3 

dx  dy 


—  o-, 


1  = 


dV2  d\J2 

dx  dy 

d\J3  d\J3 

dx  dy 


n  = 


d\]t 
dz 


d\J2 
dx 

dU2 
dy 

dV3 
dx 

dV3 

dy   1 

Soient  de  même 


p  =  o ,     v  =  o 


les  équations  des  polaires  de  l'origine  par  rapport  aux 
cercles  U2  et  U3 ,  et 


m  ■=.  o ,      n  =  o 


les  équations  des  droites  qui  joignent  les  centres  des  cer- 


(  2 

3o   ) 

clés  U3  et  U1;  U,  et  U2;  on  aura 

évidemment 

rfU, 

rfU, 

rfU, 

777 

~dj 

~7/T 

/>,  -f-  m  y.  ■+-  n-j  = 

d\J, 
dx 

d\J2 
dy 

dz 

dV 

dV, 

d\]. 

~7h- 

dy 

dz 

l'équation  du  cercle  orthotomique  prend  donc  la  forme 

l~k  +  /«ft-f-flï=  o. 

Note.  MM.  Richard  Oxamendi,  Cremona,  professeur 
à  Crémone,  Ragonneau,  capitaine  d'artillerie,  Joseph 
Martelli  (de  Milan)  emploient  à  peu  près  les  mêmes  con- 
sidérations jusqu'à  la  page  227. 


SECONDE  SOLUTION  DE  U  QUESTION  106  (G.  SALMON) 


(voir  p.  22V  ; 

Par  M.   G.   CHABIRAND, 
Élève  de  l'institution  Jaut'fret. 


Soient 


U,  =  o ,     U2  =  o ,     U  3  =  o 


les  équalions  rendues  homogènes  de  trois  cercles;  L'équa- 
tion du  cercle  qui  coupe  les  premiers  à  angle  droit  <\si 
donnée  par  la  relation 


rfU, 

rfU, 

dV, 

d.r 

~dj 

dz 

dU, 

d\ 

rfU, 

dx 

dj 

~dl 

d\ 

1 

d\ 

,1, 

"77T 

•l 

(  *3i  ) 
Je  représente  par  X  =  o  l'équation  du  cercle  cherché; 

j'appelle  -  »  7  les  coordonnées  de  son  centre;  j'appelle  de 
même—?—;  —  •>  —  ;  —  •>  —  les  coordonnées  des  centres 

2|        Z\        Z%         %i         Z3  33 

des  trois  cercles  donnés. 

On  exprimera  que  les  cercles  Uj  =  o,  X  =  o  se  cou- 
penl  à  angle  droit,  si  l'on  exprime  que  la  polaire  du 
(entre  de  X  par  rapport  à  Uj  se  confond  avec  la  polaire 
du  centre  de  U,  par  rapport  à  X. 

Ces  deux  polaires  ont  pour  équations 

d\J,         rfU,  dU, 

dx  dy  dz 

dX  dX        ^   r/X  _ 

dx  dy  dz 

Développant  chacune  de  ces  équations  et  exprimant 
qu'elles  représentent  une  même  droite,  on  trouve 

o.\xK  H-  2»]/,  —  Ç(/r,  -f-  x)  =«! 
li%  et  y  désignant  ici,  pour  abréger,  les  termes  indépen- 
dants de  -»  -■>  -■>       dans  les  équations 

2      z      Ç     Ç  ' 

U,=:0,        X  =  0. 

Les  cercles  Uj ,  U3  donnent  semblablement 

2 £ .r,  -4-  2 » r2  —  £(£*-+■  x)  :=°i 
2J; n3  •+-  2«^j  —  Ç ( *3  +  x)  =  o- 

Au  moyen  de  l'équation 

X  =  o, 

on  peut  éliminer  y  successivement  dans  chacune  de  ces 


(  ***  ) 

trois  équations,  et  alors  elles  deviennent 


;  d\J, 

dx 

■+■ 

dU{ 

dy 

+  Ç 

*hj, 

= 

«>, 

dV, 

dx 

+ 

d\J, 

dy 

-f-ç 

== 

o, 

dV, 
dx 

•+■ 

d\]3 

+  ç 

rfU3 

:  O. 

Pour  obtenir  l'équation  cherchée,  il  ne  reste  plus  qu'à 
éliminer  |,  >j,  £  entre  ces  trois  équations.  Pour  cela  il 
suffit  d'égaler  le  déterminant  à  o.  La  proposition  se  trouve 
donc  démontrée. 

M.  Joseph  Bonnet,  élève  de  l'institution  Maver.  donne 
à  peu  près  la  même  solution. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTIOX  W7 

voir  p.  118)  ; 

Par  mm.  h.  de  chardonnel, 

De  Chalons-sur-Mai  ne. 

Et   DARBOUX, 
Élève  du  lycée  de  Nîmes  (  classe  de  M.  Dupain  . 


Soient  SA  l)C  le  tétraèdre  proposé,  AE,  BF  les  deux  hau- 
teurs qui  se  rencontrent,  H  leur  point  d  intersection.  Le 
plan  de  ces  deux  hauteurs  AH1),  perpendiculaire  aux  faces 
SAC,  SBC,  sera  perpendiculaire  à  leur  commune  inter- 
section SC.  Menons,  par  celte  dernière  ligne,  un  nou- 
\eui  plan  SGC  perpendiculaire  à  A I  > .  commune  inter- 
section de  SÂB  avec  VBC  el  perpendiculaire  par  consé- 
quent à  ces  deux  faces  elles-mêmes,   Il  est  évident  que  «. 


(  ?-33  ) 
plan  contient   1rs  hauteurs  SK .  Cl:  donc   ces  lignes  se 
rencontrent.  c.    q.   f.   d. 

Nota.  La  ligne  GD,  commune  intersection  des  plans 
SGC,  ADB,  passe  au  point  H  comme  troisième  hauteur 
dans  le  triangle  ADB.  On  voit,  déplus,  que  le  point  L. 
intersection  des  deux  dernières  hauteurs,  tombe  toujours 
sur  la  ligne  GD,  GD,  SR,  CI  étant  les  trois  hauteurs  du 
triangle  SGC. 


SOLUTION  DE  LA  QlESTI0\  m 

voir  pa2C  116   ; 

Par  M.  Emile  FRANÇOISE, 
Elève  du  lycée  de  Caen. 


Faire  voir  que  si  p  est  un  nombre  entier  positif  quel 

conque,  on  a 

mP        mPlmP  —  \P\ 
o  =  \P 1 s —  '.... 

I  /'  1 P  .  2.P 

(BOURGET.  ) 

Je  crois  qu'il  faut  ainsi  rectifier  l'énoncé  : 
Si  /;/  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  a 

mP       mP(mP  —  \P) 


M  o  =  ip 


!/>  IP.7.P 


quel  que  soit  p. 

Je  désigne  par  S„  la  somme  des  //  premiers  termes. 

J  ai 

mP            mP  —  \P 
s   =iP =r car      îr  —  î, 

iP  \P 

ml'  —  i  P        vil'  [  mP  —\P)        (  /;//'  —  \P)  (  mP  —  iP  I 
il'  IP.2.P  IP.-2.P 


(  ^34  ) 
en  générai 

mp  —  x)p(mp  —  2/') .  .  .  (mP  —  nP) 
\P .  iP .  .  .  nP 

Si  m  est  un  nombre  entier  positif,  la  somme  des  m-f-i 
premiers  termes  sera 

^(mP  —  iP)(mP  —  2P)...(mP  —  mP) 

&m+\  _!_  ■ — -    —  O. 

ip.iP.  .  .  mP 

Les  termes  suivants  seront  tous  nuls,  parce  qu'ils  con- 
tiendront tous,  le  facteur  mv  —  rri?. 

Donc  le  second  membre  de  1  égalité  (i)  sera  identique- 
ment nul,  quel  que  soit  p,  c.   q.   f.   n. 


SIR  LA  SERIE  DE  SCHNAR 

Par  J.   DE  VIRIEU , 

Régent  à  Sauniur. 


1 .  Dans  une  note  ajoutée  à  un  article  de  M.  Fan  y 
[Nouvelles  annales,  t.  III,  p.  082),  M.  le  Rédacteur 
s'exprime  ainsi  : 

«  Il  serait  intéressant  de  trouver  la  limite  de  la  série 
»  de  Schwab  par  un  moyen  direct  (p.  585).  » 

Cette  limite  se  déduit  du  théorème  suivant  : 

Soil  une  série  illimitée 


5     "2n-t-2»     " 


où  le  premier  terme  étant  nul  ou  positif  et  le  deuxième 
plus  grand  que  le  premier,  chaque  terme  impair  est  moyen 
arithmétique,  chaque  terme  pair  est  moyen  géométrique 
entre  les  deux  termes  qui  le  précèdent  immédiatement; 
les  termes  impairs  forment  une  série  croissante,  les  ter- 
mes impairs  une  set  ic  dé<  1  oi  ssaritc 


(  ?35  ) 
Ces  deux  dernières  séries  ont  une  même  limite  qui  est  la 
limite  de  la  série  (A).  Cette  limite  est  égale  au  double  de 
l'inverse  du  plus  petit  des  arcs  qui,  dans  une  circonférence 

dont  le  rayon  est    .  sont  sous-tendus  par  une  corde 

égale  à  — •  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 


2.  Les  termes  de  la  série  (A)  se  déduisent  des  deu\ 
premiers  au  moyen  des  formules 

■■n\  aan-t-l   ■+"  a?n  I 

[Dj  a7n-\-t  ■ >        fi'in+ï  —  \  ft?n+2  fiin+i  • 

3.  Soit  R  le  rayon  d'une  circonférence,  U  un  arc  de 
cette  circonférence  plus  petit  que  le  quadrant,  R,  U  étant 
des  quantités  déterminées  par 

i  /U\  i         .     /U 

-  =  R00lUj'     ",==RCOSeCU 

En  désignant  par  ce  un  angle  compris  entre  o  et  -  ît  ,  on  a 
<70=  -  cot<j>,      fl,  =-coséca>,      U  =  Rtp, 


ff„  .  i 


i-os<p  =  — ;      sincp  =  —  y«    —  <?;,      K  =  -==' 
«i  «I  vX  -  a] 

4.  Les  formules  (B)  donnent  de  suite 

ii  / 1    \  ii         ,    / 1    \ 

a-i  =  -  •  —  cot      -  <p    i      a^  =  -  •  -  cosec     —  cp  1  • 

2      R  \2T/  '  2      R  \2T/ 

On  en  déduit  d'abord  par  induction 

(0  ^=R'2«COt(^)' 

2  <72n+1  =  -  .  —  rosée  (  —  ?  )  > 

R    2"  \'.V  '/ 


(  a36  ) 
formules  dont  la  généralité  est  ensuite  démontrée  ,  en  fai- 
sant voir  au  moyen  des  formules  (B),  que  si  elles  sont 
vraies  pour  n  =  i>,  elles  le  sont  également  pour  n  =  v-\- 1 . 
Les  formules  (i)  et  (2)  donnent 

(3)  «3n+l  -  a2n  =  i.  1  tang  ^-J-  ?)  • 

5.  Les  formules  (i),   (2),   (3)  peuvent  s'écrire  ainsi 
qu'il  suit  : 

'-■-) 

"    R/         r 


2" 


/  1     u\ 

U 

U"      R/ 

1 

(4) 


(5) 

(«)       °--'!»=(?-s)ta"s(^^)xIi- 

Sous  eette  forme,  elles  montrent  que,  en  faisant  tendre  n 
vers  l'infini,  a2n  croît  constamment,  a,„+l  décroit  con- 
stamment; a,„+l  — ain  déeroit  constamment  et  indéfini- 
ment. 

De  plus  la  limite  de  la  série  (A)  est  -  ou  — -• 

L  2U 

Or  2U  est  le  plus  petit  des  arcs  qui  dans  une  circon- 
férence de  rayon  _._.,  ont  pour  eorde  II  x  2  sin<p  ou 

2  •   1  -  11- 

—  ;  ce  qui  démontre  le  théorème  énonce  an   commence- 

nient  de  cet  article. 
La  série  de  Schwab  se  déduit  de  la  série  (A)  en  posant 

w,  =  0,     cr,  =  i, 


on  a 


et  pour  limite  -• 


(  *37  ) 

2l)  =r  7r 


CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LA  QUESTION  406  (SALMON) 

(voir  p.  224); 


Par  M.  FAURE, 

Capitaine   d'artillerie. 


Étant  données  trois  courbes  planes  A,  B,  C  de  /'or- 
dre  m,  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes 
d'ordre  ni,  qui  passant  par  les  points  d'intersection  des 
courbes  A  et  B  touchent  la  troisième  C. 

Une  courbe  passant  par  les  intersections  de  A  et  B  est 
de  la  forme  A-4-).B  =  o,  1  représentant  une  constante 
arbitraire.  Soit  x\,  oc\^x\  les  coordonnées  triliteres  du 
point  de  contact  de  cette  courbe  avec  C  =  o ,  l'équation 
de  la  tangente  à  cette  courbe  en  ce  point  est 

(i)  C,  a:,  -+-  C?  x2  +  C3  x3  =  o  , 

#!,  a?s,  x3  désignant  les  coordonnées  courantes,  Ct,  Cs ,  C3 
les  dérivées  de  la  fonction  C  par  rapport  à  ces  variables 
respectives ,  dérivées  dans  lesquelles  on  a  mis  x\ ,  x\  ,  x3 
à  la  place  des  coordonnées  xt,  .r2,  x3.  La  tangente  à  la 
courbe  A  -4-  X  B  =  o  en  ce  même  point  sera  pareillement 

(A,  +  ÀB,)a:l  +  (A!+AB2)*,+  (A3  +  xB3).r3  =  o; 

or,  ces  deux  tangentes  doivent  être  identiques;  donc  y. 
désignant  une  constante, 

i   A,  -4- aB,  +  p-C,  =  o, 

(i)  J  At  4-  A Bî-r-pC^o, 

'  A,  +  llî  ■+  (*C3  =  o; 


(  238  ) 
éliminant  X  et  a  entre  ces  équations  ,  le  résultat 

A,  B,  C, 
A,  B,  C, 
A 3     B,     C, 

sera  le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes  du  faisceau 
A  -(-  XB  =  o  avec  la  courbe  C.  La  courbe  que  Ton  obtient 
ainsi  est  de  degré  3  (m  —  i),  par  conséquent  par  les  points 
d'intersection  des  courbes  A  et  B,  on  peut  en  général 
mener  3  (m  —  i)  courbes  qui  touchent  C. 

La  symétrie  de  l'équation  (3)  montre  que,  si  par  les 
points  d'intersection  de  deux  quelconques  des  courbes 
A,  B,  C  on  mène  les  3  [m  —  i)  courbes  qui  touchent  la 
troisième,  on  obtiendra  en  tout  9  (m  — 1)  points  de  con- 
tact situés  sur  la  courbe  (3)  d'ordre  3  (m  —  1). 

On  peut  remarquer  que  la  courbe  (3)  passe,  i°  par  les 
points  doubles  des  courbes  A,  B,  C;  car  les  points  dou- 
bles de  la  première,  par  exemple,  sont  déterminés  par 
les  équations  At .==  A4  =  As  ==  o  ;  20  par  les  points  dou- 
bles de  toutes  les  courbes  passant  par  les  intersections  de 
deux  quelconques  d'entre  elles  A  et  B.  En  effet,  les  points 
doubles  de  l'une  de  ces  courbes  A  -+-  XB=  o  sont  déter- 
minés par  les  équations 

A,  H-  aB,  =  o, 
Aj  -+-  a  B,  =  o , 
A:,  -+-  X  B,,  =  o  ; 

si  elles  ont  lieu  simultanément,  l'équation  (3)  est  évi- 
demment vérifiée,  en  observant  qu'aux  éléments  de  la 
première  colonne  d'un  déterminant  on  peut  ajouter  res- 
pectivement «eux  de  la  deuxième  multipliés  par  X;  3°  la 
courbe  (3)  passe  aussi  par  les  points  doubles  des  courbes 
A  -+-  XB  H-  uC  =  o.  Cela  se  voit  comme  précédemment. 


(  s39) 

On  obtient  encore  la  courbe  (3)  en  cherchant  : 

i".  Le  lieu  des  points  qui  ont  le  même  axe  harmonique 
relativement  à  la  courbe  C  et  à  l'une  de  celles  du  fais- 
ceau A-t-XB;  car  l'équation  (i)  est  1  axe  harmonique  du 
point  x\ ,  x'2,  x\  relativement  à  la  courbe  C,  etc.  (*)  ; 

2°.  Le  lieu  du  point  dont  les  axes  harmoniques  relatifs 
aux  trois  courbes  A ,  B,  C  passent  par  un  même  point; 

3°.  Le  lieu  des  points  doubles  des  courbes  représen- 
tées par  l'équation  A-f-  XB  -+-  [xC  =  o,  où  X  et  y.  sont  deux 
constantes  arbitraires. 

Lorsque  171=2. ,  on  a  ce  théorème  :  Étant  données  trois 
coniques ,  par  les  intersections  de  deux  quelconques 
d'entre  elles  on  peut  mener  trois  coniques  qui  touchent 
la  troisième  ;  on  obtient  ainsi  neuf  points  de  contact  si- 
tués sur  une  courbe  du  troisième  degré.  Cette  courbe 
passe  encore  par  neuf  points  déterminés  ,■  ce  sont  les 
points  d1 intersection  des  côtés  et  des  diagonales  des  qua- 
drilatères inscrits  à  la  fois  dans  deux  quelconques  des 
coniques  données. 

Lorsque  les  trois  coniques  ou  plus  généralement  les 
courbes  A ,  B,  C  passent  par  un  même  point,  le  lieu  cor- 
respondant passera  par  ce  point.  Des  cercles  situés  dans 
un  même  plan  passent  par  deux  mêmes  points  situés  à 
l'infini  :  il  résulte  de  là  que  si  les  coniques  du  théorème 
précédent  deviennent  des  cercles,  le  lieu  correspondant, 
qui  est  toujours  du  troisième  degré,  se  décomposera  en 
une  droite  située  entièrement  à  l'infini  et  en  une  courbe 
du  second  degré  qui  doit  être  un  cercle,  puisque  cette 
courbe  doit  passer  par  deux  points  déterminés  situés  à 
l'infini. 

De  là  résulte  ce  théorème  :  Trois  cercles  étant  situés 
dans  un  même  plan,  on  peut  généralement  tracer,  par 

(*)  L'axe  harmonique  est  donné  par  le  théorème  de  Maclaurin.     Tm. 


(    240    ) 

les  intersections  de  deux  d  entre  eux ,  deux  cercles  qui 
touchent  le  troisième ,•  on  a  ainsi  six  points  de  contact 
situés  sur  un  même  cercle.  Ce  cercle  coupe  orthogonale- 
ment  les  trois  cercles  donnés. 

Cette  dernière  partie  s'aperçoit  facilement  (*). 

Il  est  donc  démontré  que  si  A,  B,  C  représentent  trois 
cercles,  l'équation  (3)  sera  le  cercle  qui  les  coupe  ortho- 
gonalement. 

Soit 

(.r,  —  scXj)1  -+-  (.r.:  —  p.T3)2  =  r2  x] 

l'un  de  ces  cercles  A  ;  on  a  des  équations  analogues  poul- 
ies deux  autres  B  et  C  ;  l'équation  (3)  devient 

.i\  —  a.  x3      Xi — (3  x.;      — a  ,r,  —  S  x^-^-x.^a,  -f-p2  — r2) 

.r,—  a'.r,     x2— $' x-      —  a'.r,— B'j,+r,(x'-  +  J3'2  —  r'-  )    =o; 

xt — ol"x3     x-, —  $"x3      — a".r, —  $"x-2-hx7,(x."'i-h&"' — ;":) 

développant .  on  a 

V  [«"*,+  fx,  —x,  (  a"2+  p—  r"'] 

X|>.(P  —  ?')  +  *»(«'—  a)+ar3(ap'—  pa')]=o(**); 

le  premier  facteur  est  la  polaire  de  l'origine  relativement 
au  cercle  C-,  le  second  est  la  droite  qui  joint  les  centres 
des  cercles  A  et  B.  Désignons  par 


les  équations  des  droites  qui  joignent  les  centres  des  cer- 
cles B  et  C ,  C  et  A ,  A  et  B,  et  par 

a  '  =  //=  c'  =.  o 


(*)  C'est  i  démontrer.     I  m 

(**)  On  divise  par  le  fa<  leur  xt.    Tm. 


(  a4i  ) 
les  polaires  de  L'origine  relativement  aux  cercles  A  ,  13,  C, 
i  équation  (3)  prendra  la  forme 

an' -f-  bb'-\-  ce'  =  o. 

(Brioschi,  voir  p.  23o.  ) 

On  peut  interpréter  autrement  l'équation  du  cercle 
orthogonal  cà  trois  autres;  en  effet,  on  ne  changera  pas 
le  déterminant  précédent  en  ajoutant  aux  éléments  de  la 
troisième  colonne  multipliés  par  x3 ,  ceux  de  la  première 
et  de  la  deuxième  multipliés  respectivement  par  xt  eix». 
Ou  a  ainsi 

•  i  —  *   r.     x2  —  p  x3     A 

-,  —   y!   r        X2  —  P'  X3       B 

r,  —  y."  x-      X7 —  P" -r        C 

Le  point  Xj ,  .r, ,  xs  appartenant  au  cercle  orthogonal, 
A  sera  le  carré  de  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle 
A  ,  de  même  B  sera  le  carré  de  la  tangente  menée  du  même 
point  au  cercle  B.  etc.,  le  déterminant 


y.  X 


S'.r, 


indique  le  double  de  l'aire  du  triangle  qui  a  pour  sommets 
le  point  (xi ,  .rs,  x%)  et  les  centres  des  cercles  A  et  B. 

Désignons  donc  par  a,  b,  c  les  longueurs  des  tangentes 
menées  d'un  point  du  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  A. 
B,  C,  par  a',  b'.  c'  les  aires  des  triangles  ayant  un  de  leurs 
sommets  en  ce  point  et  les  deux  autres  aux  centres  B  et  C, 
C  et  A  ,  A  et  B.  Pour  tous  les  points  du  cercle  orthogonal 
on  aura  la  relation  géométrique 

ai.a'-\-  b2.b'-\-  r-,  c'  =  o. 


Ami.  de  Malhémat..   i    XVIII.  (Juillet  i85q.] 


Il 


(  ^  ) 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  461 

(voir  t.  XVIII,  p.  46); 

Par  M.  BOUTERG  (de  Clermont). 


Démontrer  que  la  série 


i  i  i 

+ 


i.2.3...«   '    2.3.  ..(«-M  )       3.4-  •  •  («  ■+-  2) 
est  convergente  et  a  pour  limite 


[n  — i).  i  .2.3  .  .  .  n  —  i 
Ce  qui  donne  la  formule 


i  i 


An       AH  An  («  — 0  An_i 

en  désignant  par  A"+l  le  nombre  des  arrangements  de  7/  -f- 1 
lettres  n  h  n. 

Lemme.  On  a  identiquement 

a  a  ne 


b—  <■        h        b{b—  c) 
donc  on  peut  poser  la  série  des  identités  suivantes  : 


// 


n  —  1  n  —  i 

i  i  I 


// — i         n-\-\  —  2        n  4-1         ( //+i  )(«-+- i  —  '.') 


(  »43  ) 

I  .  2 


(»+i)(n  +  i-  2)       (/m-i)(/?  +  2  —  3)        («_f-i)(n-|-2) 

1.2.3 

T"(//-M)(/?H-2)(«  +  2  — 3)' 

1.2.3.  .  .  X'  —  I 

(«+i)  («  H-  2). .  .(n  4-  k  —  2)  («+  X-  —  2  —  X -  —  1) 

1.2.3.  ..(*  — 1) 

(n  +1)  («  -f-  2)  .  .  .(«  -f-  k  —  2)  [«  -f-  X ■  —  1  —  X  ] 

1.2.3...  X  —  I 


(B  +  l)(fl+2)...(fl  +  /--l) 

1.2.3.  .  .  k 
4"(B  +  l)(«  +  2).  ..(«  +  *,-  l)[«  —  i]' 

Ajoutons  membre  à  membre  toutes  ces  égalités,  il  vient 
1  1  1.2 


n  —  1  «  -+- 1        (n  +  i)(n  +  2) 

1 . 2 . 3 ...  X  —  1 

_l 

(n  -f-  1)  [n  •+-  2).  .  .(«  -+-  X-  —  ij 

R  étant  donné  par  la  relation 

1.2.3...  X 
R  = 


R 


(/1+1)  ("  +  2)..  .(«  +  #  — 1)(«—  1) 

Je  vais  prouver  que  R  tend  vers  zéro  lorsque  A  augmente 
indéfiniment.  Prenons  une  valeur  de  h  déjà  grande  et  su- 
périeure au  nombre  n  ,  dont  la  valeur  est  finie  et  déter- 
minée. Posons 

X-  =  n  -f-  l , 

/  pouvant  croître  indéfiniment.  Nous  aurons 

_  i.2...n(«4-i)("-f-2)...(/?  +  Q 

K—(«-M)(«H-2)...(«  +  /)[*-f-i]'[/-+2l.. .[»/■  +  »— i](/ï-i)' 

16. 


(  M4  ) 

un  aperçoit  alors  une  réduction  qui,  effectuée,  conduit  à 

i .  2 ... n 

R==  (Hi)(*  +  î)...(*  +  «-i)(»-i)' 

d'où  l'on  voit  que  si  k  augmente  indéfiniment,  R  tend 
vers  zéro;  donc  on  a 

n  ..     V  i  1.2  "1 

=  lim     H h  ; —, ;  4-  •  •  •     • 

n  —  i  (_  n  +  i         (« -+- i)  («  h- 2) 

Théorème.  La  démonstration  du  théorème  qui  con- 
stitue la  question  n'offre  plus  de  difficulté,  car  eu  nom- 
mant S  la  série ,  on  a 

I  I  1.2 

S  =  I  H H  ; r- ; r  ■+- .  .  .     • 

1.2...«[_  //  -f- I  (//+l)(//  +  2}  J 

La  parenthèse  est  une  série  convergente,  qui  a  pour  li- 
mite   ;  donc  enfin  la  série  donnée  est  convergente  et 

n  — i 

a  pour  limite 


rt  -+-  I       I  .  2  .  .  .   (rt  —  l) 

C    Q.    F.    D. 

Note  du  Rédacteur. 

M.  LéonBrault,  élève  de  l'Institution  Barbet,  remar- 
que que 

n  i  1.2 

=  *  H f~  / — ; — r? — ; \ 

n  —  i  n  -+-  i         ( n  -+-  i )  [n  -.-  i  ) 

1.2.3 


'/?  +  i)(/z  +  2)(/i  +  3; 


[  Catalan,  algèbre,  Manuel  des  Candidats ,   p.  6i ,  et 
Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  257.) 
En  divisant  les  deux  membres  par  1.2. 3...  «,    on 
obtient 

1  1  1 

(« — 1).  i,2.3. ..  n  —  1       1.2.3...//  '   2. 3. 4. ..//-(-• 


(  *45  ) 
M.  Rouquet,  régent  au  collège  de  Castres,  remarque 
que 

I  1  1  1  1.2  i 

^7  <  77. i      w  + ,  ;  <  "^ i      «^a!  ^  3"" ' 

or  lorsque  »^>i,  la  série 1 h  -sr   ■+-••■   est  con- 

vergente;  donc  la  série  donnée  est  convergente. 

M.  Aubert,  professeur,  remarque  que  dans  Y  énoncé  de 
la  question,  le  résultat  précédent  conduit  à  la  formule 

iii  1 

-+ 


„        A„  A„  [n  —  1)  A„_, 

dans  laquelle  A"+l  représente  le  nombre  des  arrangements 

de  [n  -+- 1)  lettres  n  à  n. 

Il  peut  servir  également  à  démontrer  la  suivante  : 

C""1"'  désigne  le  nombre  des  combinaisons  de  (n-\-i)  let- 
tres n  à  n. 

Il  suffit,  en  effet,  de  multiplier  chacun  des  termes  de 
la  série  (1)  par  le  facteur  1 . 2 . 3 .  .  .  n  5  elle  devient  alors 

1.2.3. .  .n  1 .2.3. . •«  1.2.3.  .  .n 


(3) 


i.2.3.../?       2.3.4' •  ■(«+')      3.4.5. .  .(«+2) 


dont  les  termes  sont  respectivement  égaux  à  ceux  du  pre- 
mier membre  de  la  formule  (2). 

Il  est  d'ailleurs  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que  la 
série  (  3  )  a  pour  limite 


1 . 2 . 3 ... n 


i).i.2.3...<«— 1)       («— i)c;;r: 


(*)  Ce  <i»c  démontre  également  .M   Puijel ,  élève  du  lycée  «le  Cacn, 


(  *4<5  ) 

la  limite  de  la  série  (i)  permet  encore  d'obtenir  très-sim- 
plement celle  de  la  série 

...  I  1.2  1.2.3 

(4)  I-+-rrr7+ 


m-\-\       (rn-k-\)(m-\-i)       (m+i)  (m-\-i)(m-\~3) 

donnée  parmi  les  Exercices  du  Manicel  des  Candidats  à 
l'École  Polytechnique ,  de  M.  Catalan  (p.  62),  et  Nou- 
velles annales  (t.  XV.  p.  257). 

Il  est  facile  de  voir  que  la  série  (4)  peut  être  mise  sous 
la  forme 

.    1 . 2 . 3 .  . .  m  1 . 2 . 3 .  .  .  m 

,  ~ .      )   1  . 2 . 3 .  .  .  m         2  .  3 .  .  .  m  (  m  -+-  1  ) 

j  1.2.3.../» 


3.4-  ..(m  +  i)(/»  +  2) 
elle  est  alors   identique  avec  la  série  (3),  et  par  suite  a 
pour  limite 5  résultat  indiqué  par  M.  Catalan. 

L'identité  des  séries  (2)  et  (4)  et  de  leurs  limites  peut 
s'apercevoir  à  priori. 

En  adoptant  pour  toutes  deux  la  même  notation ,  la 
série  (2)  s'écrira 


et  la  série  (4  i- 


Or,  on  sait  que  Ion  a  généralement 

•  1  «m   résulte    l'identité   des   termes    respectifs   des   deux 
ri  ies. 


(  ^7  ) 

Il  faut  convenir,  toutefois,  que  C™=i .  Convention  con- 
forme à  ee  qu'on  déduit  de  la  relation  (6),  en  y  faisant 
p  =  o. 

MM.  Challiot,  élève  du  Lycée  de  Versailles,  Gérard, 
élève  de  l'école  des  Carmes ,  Emile  Duclos ,  trouvent  la 
limite  aussi  par  décomposition ,  mais  ne  démontrent  pas 
directement  la  convergence. 


EXPRESSION  MNÉMONIQUE  OE  L'AIRE  DU  TRIANGLE 
RECTILIGNE  ; 

Pau  M.  Joseph  SACCHI  (de  Milan). 

Soient  xt ,  x., ,  x3  ou  simplement  x,.  les  côtés,  a,,  les 
hauteurs,  m,  les  médianes  ;  Z>r ,  b'r  les  bissectrices  conju- 
guées  du  triangle-,  A  l'aire  du  triangle. 

i 
En  posant  xt  -+-  xt  -+-  Xs  -h  =  2  s ,     -r~r>  =  7'  » 


\/[s(s  —  J\  )  (s  —  xt)  [s  —  xz)  ]  =  f  (.»>) 
=5  -?  ^2.*';  x*  4-2^  xj  -h  a.c,  a:;  —  .r|  —  .r}  —  .rj , 

on  a 

/  i  \       ii 

o  

T(WP)=|A,  «p  (*?r)      =?I?3?3A  \/—  I. 

L'imaginaire  dans  la  dernière  équation  est  seulement 
apparent,  puisqu'il  se  trouve  aussi  comme  facteur  dans  le 
premier  membre 
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SOLITION  DU  LA  QUESTION  471 

[voir  p.  170    . 

Par  M.   CHAB1RAND, 
Élève  de  l'institution  Sainte-Barbe. 


La  proposition  est  applicable  à  une  surface  quelconque 
du  second  degré. 

En  général,  si  par  une  conique  on  fait  passer  des  sur- 
faces du  second  ordre  qui  coupent  un  plan  suivant  des 
cercles,  tous  ces  cercles  ont  pour  axe  radical  commun 
lintersection  de  leur  plan  avec  le  plan  de  la  conique. 

Pour  le  démontrer,  je  prendrai  pour  plan  des  xy  le 
plau  des  cercles,  pour  plan  des  yz  le  plan  de  la  conique 
et  pour  plan  des  zx  un  plan  quelconque  que  je  choisirai 
tel,  qu'il  rencontre  le  plan  des  xy  suivant  une  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  y. 

Alors  la  conique  a  pour  équations 

"      *  =  Q,    /(.r,  z)  =  o, 

/  (  >  ,  z)  désignant  une  fonction  du  second  degré. 

Toutes  les  surfaces  du  second  degré  menées  par  ceit< 
conique  peuvent  être  représentées  par  l'équation 

f(j,z)-{-x  (ctx  -+-  by  ■+■  cz  +  d)  =  o, 

a,  h ,  c,  d  étant  des  coefficients  arbitraires  dont  deux 
peuvent  être  déterminés  par  la  condition  que  la  trace  de 
la  surface  sur  le  plan  des  xy-soit  un  cercle. 
Or  l'équation  de  cette  ligne  est  de  la  forme 

\ y    a-  bx)  -+-  ax1  -f-  D  >   -\-  dx  +  F=  o. 
Cette  équation  devant  représenter  un  cercle,  on    i 
a  =  A ,      b  : 


(  'My  ) 

Les  cercles  suivant  lesquels  le  plan  îles  X)  est  coupe 
par  les  surfaces  du  second  degré  menées  par  la  conique 
considérée  ont  donc  pour  équation  générale 

P  et  Q  étant  des  constantes  et  /  une  indéterminée. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  équation  que  tous  les 
cercles  qu'elle  représente  ont  pour  axe  radical  commun 
l'axe  des  y,  c'est-à-dire  l'intersection  du  plan  de  la  co- 
nique avec  le  plan  des  cercles. 

Note.  La  question  479  est  un  double  emploi  ;  elle  a 
déjà  été  proposée  (t.  II,  p.  32y)  et  résolue  par  M.  Men- 
tion (t.  \I,  p.  399). 


NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES 
Sur  les  invariants,  confiants,  discriminants  et  Iryperdéterminants. 


1 .  Ces  dénominations  effrayent  encore  quelques  person- 
nes. Elles  désignent  des  choses  et  ces  choses  sont  les  clefs 
delà  nouvelle  analyse  et  de  la  nouvelle  géométrie.  Dans  ces 
nouvelles  branches,  on  raisonne  principalement  sur  des 
formes;  elles  constituent  une  théorie  de  ces  formes,  une 
morphologie.  Celte  identification,  pour  ainsi  dire,  des 
formes  géométriques  et  algébriques  complète  le  système 
cartésien,  donne  une  incommensurable  extension,  et 
ouvre  à  la  science  de  l'espace  des  horizons  inconnus. 
J'attache  une  telle  importance  à  ces  objets,  que,  dans 
leur  exposition,  je  ne  chercherai  pas  à  éviter  le  reproche 
d  être  minutieux:  et  de  me  répéter.  Mon  unique  luit  esl 
d'être  compris  de  tous.  Je  demande  seulement  qu'on  veuille 
bien    lire:    car  j'avoue   ne   pas  savoir  écrire    | " >u  1    ceux 


(  2^°  ) 
qui  ne  veulent  pas  lire.  .Nous  donnons  eus  notions  d'a- 
près le  dernier  ouvrage  du  Rév.  G.  Salmon.  Comme  on 
ne  trouve  plus  d'éditeurs  en  Fiance  pour  ce  genre  de 
productions  mathématiques,  j'essaye  de  les  faire  connaître 
par  l'intermédiaire  des  Nouvelles  Annales.  Connaissez- 
vous  un  autre  moven? 

I.   Polynômes  et.  équations  homogènes. 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  ne  nous  occuperons  que 
îles  polynômes  entiers  et  homogènes  relativement  aux  va- 
riables. En  faisant  passer  tous  les  termes  d  une  équation 
dans  le  même  membre,  on  obtient  un  polynôme  égal  à  zéro. 
C  est  sous  cette  forme  que  nous  considérerons  les  équa- 
tions. 

3.  Toute  équation  peut  être  rendue  homogène  par  1  in- 
troduction d'une  nouvelle  quantité,  de  valeur  quelconque. 

Exemple.  L'équation 

tix  -y  b  =  o 

i)  est  pas  homogène;  prenant  pour  inconnue  -j  elle    se 

change  en 

n.r  -y  by  =  o  ; 

équation  homogène. 
IV  même 

aa*  -j-  b.r  -\-  C  =  O 

devient,  par  une  telle  transformation, 

axx  +  bxy  -y  <;> :  =  <>, 
qui  est  homogène; 

<i.r  -f-  /')      |    CZ  •+   (l  —  O  ; 

en  remplaçant  i    i        pai    ->     >     >  cette  équation  prend 

1  l       h    h    h  '  *■ 


(  ,.:>.  ) 

la  forme 

dx  -i-  hy  -+-  cz  -+■  du  =  o  ; 

ax1  -\-  bxy  -+-  cr*-+-  dy  -+-  ex  -h  /' 
devient 

ax'  -\-  bxy  -+-  ivr2  +  <f )  s  -+-  erz  -h_/z2, 

en  introduisant  la  nouvelle  indéterminée  z\  et  de  même 
pour  les  polynômes  de  tous  degrés  et  pour  un  nombre  quel- 
conque de  variables. 

II.    Notation  et  dénomination  des  polynômes. 

4.  Soit 

U  =  ax-  +  2  bxy  ■+,  ex*  =  (a ,  6  )  (.r ,  j)2. 

le  trinôme  U  est  dit  binaire  parée  qu'il  ne  renferme  que 
deux  variables,  et  quadratique  parce  qu'il  est  du  deuxième 
degré;  on  représente  ce  polynôme  de  la  manière  abrégée 
indiquée  par  le  membre  à  droite. 
Soit  encore 

U  =  ax •■'•  +  3bx*y  -+-  3cxy-  -+-  dy3  =  (a,  b,  c,  d)(x,})3, 
L  est  un  polynôme  binaire  et  cubique. 

U  =  .r*  +  ^.bx2, y  -j-  6cr-j)-2  -H  4^r_)'    4-  f/1 
=  (a,  b,  c,  d,  c)(x,  y)* 

est  un  polynôme  binaire  biquadratique ;  et  en  général 

U  =  «x"  -+-  n,  Ax"-1  j  -4-  «3  c.r"~-  j-  -+■  // ,  dx'1-'  y7,  -+- .  .  . 
=  («,  b,  c,d,..  .)(x,  y  )", 

■i,  est  un  coefficient  binomial. 

U  :=  ax2  -f-  by-  -+-  rs3  +  idyz  -+-  7.exz  -+-  2.Jx) 
=  («,  6,  c,  rf,  e,/)(x,  y  ); 

«•st  un  polynôme  ternaire  quadratique. 


(  25a  ) 

En  général,  chaque  lerme  d'un  polynôme  renferme  le 
coefficient  multiplié  par  le  nombre  polynomial  qui  con- 
vient à  ce  terme  s'il  s'agissait  du  développement  d'une 
puissance.  Par  exemple,  dans  le  polynôme  ternaire  cu- 
bique, le  terme  x~y  a  pour  coefficient  numérique  3  etxyz 
a  pour  coefficient  numérique  6.  Il  suffit  pour  connaître 
ces  coefficients  de  développer  (x  +  r  +  z)3. 

C'est  M.  Cayley  qui  a  introduit  cette  notation  et  ces 
dénominations,  et  il  nomme  quantic  un  polynôme  d'un 
nombre  quelconque  de  variables. 

III.    Transformation  linéaire  des  polynômes  ;  module. 
5.   Soit 

U  =  a  x7  -+-  2  bxy  -+■  cy-  =  [a ,  b,  c)  [x ,  y  )2; 

posons 

X  =  ot.XH-  p,y, 

y  =a2X  -4-  p2Y, 
[}  prendra  la  forme 

U,  =  AX'^  -4-  2  B.vy  ■+-  Cr  =  (  A  ,  B,  C)  (*,  j)2  : 

cette  transformation  se  nomme  linéaire;  ocj  (3S  —  a»pi  est 

le  module  de  la  transformation. 

On  a 

A  =  a  a.\  -h  2  b  a,  a2  -4-  c  tt\  , 

B  =  a  a,  p,  +  è  [  a,  pj  -+-  a2  (3,  ]  4-  c  a,  fi, , 

C=apîH-  2èp,p,+  cp*. 

Soient,  i°. 

U=  ax3  H-  3  ta-  j  '.  ex  y*  -l-  rfj    =  («,  />,  c,  d)  {x,  »  )s , 

a?  =  a,X  +  p,Y, 

.»=ra.x  +  p,y, 

on  aura 
U,=  AX'4-3BX 'Y+3(:X\'M-DY5=  (A,  1$.  C,  D)(X,  1     , 


a53  i 


ou 


A  =  (a,  b,  C,  d)  (a,,  a2)3,      D  =  (a,  b,  c,  d)  (p,,  p2)% 

3B  =  p,  —  +  p2  — ,      3C  =  a,  — i  +  a,—  • 
«a,  f/a2  <7[3|  c/p, 


U==  (a,  &,  c,  d,  c,/)(z,y,z)2; 


ecmons 


x  =  «tX-h  p(Y  +  7,Z, 
7  =  «J+^Y  +  72Z, 
z  =  a3  X  +  p3  T  +  73  Z  ; 

le  module  de   cette  transformation   est   le  déterminant 
[«i  (3a7s]î  on  aura 

U1  =  (A,B,C,  D,  E,F)(X,Y)3; 

A  ,  B,  C ,  D,  E,  F  sont  des  fonctions  des  coefficients  a,  Z>, 
c ,  d  et  des  a ,  (3 ,  y,  que  chacun  peut  calculer. 

Invariants. 
6. 

U  =  «.?r  H-  2  é  .r/  4-  cjp2  =  (a.  £,  c)  ( x,  y  )% 

par  transformation  linéaire  on  obtient 

D,=  AX2+2BX  +  CYÏ. 

Soit  ç  («,  &,  c)  une  fonction  quelconque  des  coefficients 
a,  &,  c  de  U  5 
et  9  (A,  B,  C)  une  fonction  semblable  des  coefficients 
deU; 
cp  (A,  B,  C)  est  une  fonction  implicite  de  a,  &,  c  et 
de  a  ,  jS  ,  y ,  puisque  A ,  B,  C  sont  des  fonctions  de 
a,  Z>,c,a,|3,  y;  si  la  fonction  cpest  tellement  choisie, 
que  l'on  ait  cp  (A,  B,C)  =  (a1,/32 — a2,|3i)',(jp(rt,  b,  c), 
où  p  est  un  nombre  entier  positif,  alors  co  [a ,  />,  c) 
rst  dit  un  invariant  de  l'expression  U. 


(  M  ) 
Ier  Exemple.   Prenons 

w  (  a ,  b  ,  c)  =  b2  —  ur , 
alors 

(p(A,  B,C)  =  B  —  AC; 

faisant  les  substitutions  (p.  232),  on  obtient 
B2  —  AC  =  (  a,  p,  —  p,  a, )J  (  &s  —  oc  )  ; 

ainsi  £r  —  arc  est  un  invariant  de  la  fonction 

rtjc2  -f-  2  &  ay  -+-  c/2, 

et  cet  invariant  est  du  second  ordre;  car  le  degré  de  chaque 
ternie  est  2. 

ic  Exemple. 

\J  =  (a,b,c,d,c)(.r,  y)*; 
prenons 

y  [a,  b,  c,  d,c)  =  ae  —  4  ^  +  3  c2, 

T(A,B,C,D,E)=AE  —  4BD  +  3C'; 
on  aura,  les  svtbstitutions  faites, 

AE  —  4  BD  —  3  C2  =  (  a,  p2  —  a2  (3,  )'  (  ae  —  4  bd  +-  3  c1  )  ; 

ainsi  «^  —  4^+ 3  c2  est  un  invariant  du  second  ordre 
de  cette  fonction  U  ;  on  peut  vérifier  que 

ace  -+-  2  bed  —  ad-  —  cb2  —  c3 

est  un  autre  invariant  de  la  même  fonction  et  du  troisième 
ordre. 

3e  Exemple. 

U  =  (a,b,c,  d,  c,f)  (.r,  j,  z)- 

=  ax'  -j-  by2  -f-  cz2  ■+■  2  drz  +  2  cxz  -f-  2  _/.»  1  , 

x==a,X  +  p,T-hy,Z, 

r  =  a-,  X 

s  =  a  ;  X ; 

nous  désignerons  dorénavant  les  invariants  par  la  lettre  I 


(  a55  ) 

ici  on  a 

I  =  abc  -+-  2  clef —  ad1  —  bé1  —  <■/  -  , 

invariant  du  troisième  ordre;  car 

ABC  -H  2Ï)EF  —  AD2  —  BE'—  CF2 

=  [«■  h  73?  ("  b  c  ■+■  2  ^/— flfrfî—  *«*-*-  «Z2)- 
Invariants  d'un  système  de  polynômes. 

7.  Soient  deux  polynômes 

U   ~  «  x1  -+-   ib  xy  +  c  v: , 

U'  =  rt'.r2-+-   o.b'xy   -+-   c'j2  ; 

Iransformons-les  linéairement,  on  obtient 

U,  =  AX'+   2  B  XY  +   C  Y  , 
U;=A'X2+    2B'XY  -h  C'Y2; 
on  a 

ACM-  CA'—  2BB'=  (a,  p,  —  a3  p,)2  («/+  cr/—  2Ôé') ; 

ainsi  ac'-f-  ca' —  ibh'  est  un  invariant  de  ce  système  t> 
et  U'.  De  même  il  y  a  des  invariants  pour  un  nombre 
quelconque  de  polynômes  et  de  variables. 

8.  Dans  la  géométrie  des  courbes  et  des  surfaces,  on 
effectue  principalement  des  transformations  linéaires;  les 
invariants  sont  alors  des  fonctions  des  coefficients  qui 
expriment  des  propriétés  indépendantes  du  choixdesaxes. 
Par  exemple ,  si  dans  le  3e  exemple  du  §  6  on  fait  I  =  o  , 
cela  exprime  que  la  conique  se  réduit  à  un  point  ou  à 
deux  droites;  propriété  indépendante  du  choix  des  axes. 
La  transformation  linéaire  est  la  transformation  homo- 
logique  de  M.  Poncelet. 

Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  ce  problème  :  Étant 
donné  un  quantic,  trouver  ses  invariants.  Pour  obtenir 
cette  solution  ,  il  est  nécessaire  de  connaître  les  discrimi- 
nants. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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SUR  UNE  LIMITE  SUPERIEURE 

Du  nombre  des  racines  cominensurables  dune  équation  ; 

Par  M.   Gaston  DE  MOINTEBELLO, 

Élève  de  l'école  des  Carmes  (classe  de  M.  Gerono). 


Si  après  avoir  substitué  à  x  dans  le  premier  membre 
(Tune  équation  à  coefficients  entier?  ,f(x)  =  o ,  n  nom- 
bres consécutifs  p ,  p  +  i,...,  p  -h  n  —  i ,  on  cherche  la 
plus  haute  puissance  à  laquelle  n  entre  comme  facteur 
dans  le  produit  f{p)f{p  4-  i)..../  {P  ~+"  n~  ')»  l'expo- 
saut  de  cette  puissance  est  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  racines  entières  de  l'équation  proposée.' 

Supposons,  pour  lixer  les  idées,  que  l'équation  admette 
trois  racines  entières  «,  b  ,  c.  On  aura  identiquement 

f{x)  =  {x—  a)(x—b)(x  —  c)<f(x); 

en  substituant  dans  cette  égalité  1rs  nombres  p,  />-+-!,..., 
p  -f-  ji  —  i ,  on  a 

f(p)  =  (P  —  a)  iP  —  b)(P  —  c)  <?  (P)> 
f(p  +  i)  =  (p  —  a-t-  i){p  —  b  -hi)(p  —  c-hi)<f{p+i), 

/    p  -4-fl  —  [)  =  (/?  —  a-\-n  — i){p —  b-\-n  —  i)(p  —  c  +  n—  i). 

Or  ehacune  des  suites  de  nombres  entiers  consécutifs 
de  p  —  a  à  p  — >«-)-//  —  i .  de  p  —  b  à  p  —  b  ■+-  n  —  i , 
de  p  —  c  h  p  —  c  -f-  n  —  i  contient  un  multiple  de  n  ,  ce 
qui  montre  que  le  produit f(p), I  {p-+~  l)"-f{Pmhn  — I) 
renferme  au  moins  trois  fois  le  facteur  //. 

Remarquons  que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  sut 
les  racines  entières  s'applique  également  aux  racines 
fractionnaires    Car  si  l'équation  admet  une  racine  frac- 


(  2*7  ) 
tionaire  -  («  riant  premier  avec  (5),  le  premier  membre 
est  divisible  par  (fix  —  a) ,  de  sorte  que  le  produit 

/(/>)/(/>  +')•••  /(/>  +  «-!) 

sera  divisible  par  le  produit 

(Pa> -«)  [P(*  + 1) -«]...[?(/»  +  » -0  —  «]■ 

Or  les  »  nombres  qui  entrent  comme  facteurs  dans  ce 
dernier  produit  forment  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est  /3,  et  si  n  est  premier  avec  (3,  on  sait 
que  l'un  de  ces  nombres  sera  divisible  par  n.  Il  suffit 
donc,  pour  que  l'on  puisse  appliquer  la  limite  que  nous 
avons  indiquée  au  nombre  des  racines  commensurables  de 
l'équation ,  de  prendre  n  premier  avec  tous  les  dénomi- 
nateurs des  racines  fractionnaires  irréductibles ,  et  pour 
cela  il  suffit  de  choisir  n  premier  avec  le  coefficient  du 
premier  terme  de  l'équation  qui,  comme  on  sait,  est  di- 
visible par  tous  ces  dénominateurs. 

On  conclut  des  théorèmes  précédents  que  si  la  substi- 
tution de  n  nombres  entiers  consécutifs  dans  f(x)  ne 
donne  aucun  résultat  divisible  par  n  ,  l'équation 

/(*)  =  o 

n'a  aucune  racine  entière,  et  même  aucune  racine  com- 
meusurable,  si  n  est  premier  avec  le  coefficient  de  la  plus 
hante  puissance  de  l'inconnue. 


SIR  LES  DIVISEURS  COMIENSIRABLES  DU  SECOND   DEGRE 

Par   M.   E.   PROUHET. 


Soit 

AU)  =  o 

Ann.  d<-  Mathcmat.,  t.  XVIII.  (Juillet  i85gJ  «7 


(  ^58  ) 
une  équation  algébrique.  Changeons  x  en  x  -J-  h  et  dé- 
composons f  [x -f-  h)  en  deux  parties,  l'une  P0  renfer- 
mant tous  les  termes  de  degré  pair  en  x,  l'autre  Pi ,  tous 
les  termes  de  degré  impair.  Soit  eu  fin  Ax  -f-  B  le  reste  du 
premier  degré  auquel  on  parvient  quand  on  cherche  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  P0  et  de  P, ,  A  et  B 
étant  des  fonctions  de  //.  Cela  posé,  Y  équation 

/(,:)  =  O 

a  autant  de  diviseurs  commensurables  du  second  degré 
,  qu'il  y  a  de  valeurs  commensurahles  de  h  satisfaisant 
aux  deux  équations 

A  =  o  ,      B  =  o. 


SECTION  M  TORE 

Par  un  plan  langent  à  cette  surface  et  passant  par  son  centre 

Par   h.v   Professeur   de  mathématiques  spéciales. 


Solution  géométrique. 

Cette  section  se  compose  de  deux  cercles  égaux  entre 
eux,  égaux  à  celui  que  décrit  le  centre  du  cercle  géné- 
rateur, et  passant  par  les  points  de  contact  du  plan  avec 
la  surface. 

Ce  résultat  curieux,  indiqué  pour  la  première  fois  par 
M.  Yvon  Villarceau  [Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences,  28  août  1848)  (*) ,  est  très-facile  à  établir  par 
l'analyse,  qu'on  fasse  ou  non  usage  des  coordonnées  po- 
laires indiquées  par  M.  Yvon  Villarceau.  "Nous  , liions  en 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  1.  VII,  p 


(  *$9  ) 
donner  une  démous  ira  t  ion  géométrique  entièremeuj  i  I  • 
men  taire. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  méridien  per- 
pendiculaire au  plan  tangent  donné.  Représentons  par  les 


cercles  dont  CA  et  C'A'  sont  les  rayons,  la  section  de  la 
surface  par  ce  plan  méridien.  La  perpendiculaire  ZZ'  à 
la  droite  CC  en  son  milieu  O  sera  l'axe  de  la  surface. 
Soit  TT'  la  trace  du  plan  tangent  donné.  Rabattons  ce 
plan  sur  le  plan  de  la  figure  autour  de  TT'. 

Pour  trouver  des  points  de  la  section  cherchée,  nous 
couperons  la  figure  par  des  plans  auxiliaires  perpendicu- 
laires à  l'axe  ZZ'.  Soit  DR  la  trace  de  l'un  de  ces  plans; 
élevant  par  le  point  F  où  elle  rencontre  TT'  une  perpen- 
diculaire à  TT'  et  décrivant  un  cercle  de  O  comme  centre 
avec  OD  comme  rayon,  les  points  de  rencontre  â  et  6' 
seront  des  points  de  la  section  rabattue.  Le  même  plan 
auxiliaire  nous  en  donnerait  deux  autres  points,  qu'il 
nous  est  inutile  de  considérer.  Le  plan  auxiliaire  passant 
par  le  centre  nous  donnera  de  même  les  quatre  points 
a,  a',  |3  et  |3',  situés  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  O 
à  TT',  et  sur  les  cercles  décrits  de  O  comme  centre  avec 
OA  cl  OH  comme  rayons. 


(     260    ) 

Cela  posé,  je  dis  que  le  point  â  appartient  au  cercle 
décrit  sur  a/3  comme  diamètre,  lequel  passe  d'ailleurs 
par  les  points  T  et  T",  puisque  Ton  a 


OT  =0A.0B:=0a.0p. 

Abaissons  en  effet  la  perpendiculaire  CG  sur  OD  ;  joi- 
gnons CD  et  CT.  Les  triangles  semblables  ODK  et  OCG 
dune  part,  OFK  et  COT  d'autre  part,  donnent 

OR  _  CG  OF  _  OC 

ÔD  —  ÔC     e      ÔK  — 'CT' 

d'où  l'on  déduit  en  multipliant  membre  à  membre,   et 
remplaçant  CT  par  CD  et  OD  par  Oâ , 

OF  _CG 
Ô~S~  CD' 

de  sorte  que  les  triangles  CGD  et  OFô1  sont  semblables. 
Abaissant  ôh  perpendiculairement  sur  aj3,  on  aura  donc 

0<?.DG       OD.DG 

F  S     ou     OL  =  — — — -  =  — 

CD  CD 

Maintenant  si  l'on  joint  (3<?et  ad,  on  aura 

p'=  ÔpV  ÔT+  aOp.OL 
et 

«/=  Ô~T-+-  O**  —  20a. OL; 
d'où 

p}2 -h  Ô~*  =  ôT-f-  ÔjT  -(-  2.  [  ÔS V  OL  ( O S  —  O a ) ] . 
Mais 

Op  —  Oa  =  OB  —  0A  =  AB  =  ?CD     et     aD6  =  ED. 
L  égalité  précédente  devient  donc,  en  tenant  compte  <l< 


(  *6i  ) 
la  valeur  de  OL , 

pV 7è'=  ôT-r- ObV  2 OD .  OE 

=  ÔÂV0BV20A.0B  =  (0A+0B)2=AB2  =  a^. 

Le  triangle  ct.d$  est  donc  rectangle  ,  et  à  est  sur  le  cercle 
décrit  sur  a |3  comme  diamètre.  On  en  déduit  immédiate- 
ment le  théorème  annoncé. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  445 


Par  M.   E.   DE  JONQEIÈRES, 

Capitaine  de  frégate  (*). 


Le.mme  I.  Les  pieds  des  normales,  abaissées  d'un 
point  fixe  sur  une  conique,  sont  sur  une  hyperbole  équi- 
latère  qui  passe  par  le  point  fixe  et  par  le  centre  O  de 
la  conique,  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes  principaux  de  cette  courbe.  (Poncelet,  Traité  des 
propriétés  projectiles.) 

Corollaire.  Si  le  point  P  se  meut  sur  une  droite  L ,  les 
hyperboles  équilatères  correspondantes  à  ses  positions  suc- 
cessives ont  quatre  points  communs ,  et  forment  un  fais- 
ceau. Car,  indépendamment  du  centre  O  de  la  conique 
donnée  et  des  deux  points  situés  à  l'infini  sur  leurs  asymp- 
totes parallèles,  elles  ont  encore  en  commun  le  point 
d'intersection  de  la  droite  L  par  le  diamètre  de  la  conique 
conjugué  à  celui  qui  est  perpendiculaire  à  celte  droite. 


(*)  Chef  d'état-major  à  bord  de  la  canonnière  l'Eclair,  en  croisière 
dans  la  mer  Adriatique 


(  2&S  ) 
Remarque.  Si  la  conique  donnée  est  une  parabole, 
l'une  des  asymptotes  de  chacune  de  ces  hyperboles  équi- 
latères  coïncide  avec  Taxe  focal  de  la  parabole.  Donc  l'un 
des  quatre  points  communs  à  toutes  les  hyperboles  qui 
forment  le  faisceau  se  trouve  (à  l'infini)  sur  la  parabole 
elle-même. 

Lemme  II.  Quand  un  faisceau  de  coniques  passant 
par  quatre  points  fixes  est  coupé  par  une  conique  fixe , 
les  cordes  communes  enveloppent  une  courbe  de  troi- 
sième classe ,  c  est-à-dire  une  courbe  à  laquelle  on  ne 
peut  mener  que  trois  tangentes  par  un  point  quelconque. 
(Chasles,  Cours  de  la  Sorbonne.) 

Remarque.  Si  l'un  des  quatre  points  communs  aux 
coniques  du  faisceau  se  trouve  sur  la  conique  fixe,  toute 
droite  passant  par  ce  point  est  tangente  au  lieu  géomé- 
trique, qui,  abstraction  faite  de  ce  point ,  se  réduit  ainsi 
à  une  conique. 

Problème.  Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
normales  menées  à  une  conique  C  par  les  deux  points 
où  une  transversale ,  mobile  autour  d'un  point  S,  coupe 
cette  conique  (*)  ? 

Solution.  Il  suffit  de  déterminer  combien  le  lieu  cher- 
ché a  de  points  (  réels  ou  imaginaires)  sur  une  droite  quel- 
conque L. 

Pour  cela,  supposons  que,  de  chaque  point  de  cette 
droite,  on  abaisse  des  normales  sur  la  conique.  D'après 
le  corollaire  du  lemnic  I ,  leurs  pieds  seront  sur  une  série 
d'hyperboles  équilatères  ayant  quatre  points  communs. 
Donc  le  lieu  cherclié  possède,   sur  L,  autant  de  points 


■)  Problème  «lu  grand  Concours  il<-  celte  : ■,  el   qu'une  solution 

récente  aVail  mis  dans  le  domaine  ( >>>  1  >l i<       I  m< 
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que  ces  hyperboles  el  la  conique  possèdent  de  cordes 
communes  passant  par  le  point  donné  S.  Or  ce  nombre 
est  trois,  d'après  le  lemme  II.  Donc  la  courbe  cherchée 
est  du  troisième  ordre.  Cette  courbe  passe  évidemment 
parles  quatre  points  où  les  normales  abaissées  du  point  S 
sur  la  conique  donnée  rencontrent  cette  courbe  pour  la 
seconde  fois,  et  aussi  par  les  centres  de  courbure  des 
points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  S.  Elle  n'a 
qu'une  asymptote  réelle,  dont  la  direction  est  perpendi- 
culaire au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le 
point  S. 

Corollaire  I.  Si  la  conique  donnée  est  une  parabole , 
le  lieu  géométrique  est  une  conique ,  puisque  la  courbe 
de  troisième  classe  du  lemme  II  se  réduit  elle-même,  dans 
ce  cas,  à  une  conique  [Remarque  du  lemme  II).  On  peut 
dire  aussi  que,  si  N  est  la  normale  à  la  parabole  menée 
par  le  point  où.  cette  courbe  est  rencontrée  par  la  paral- 
lèle à  l'axe  focal  issue  du  point  S,  tous  les  points  de  cette 
normale  font  partie  du  lieu  cherché.  En  effet,  tous  les 
diamètres  de  la  parabole  peuvent  être  regardés  comme 
étant  des  normales  menées  par  le  point  de  cette  courbe 
situé  à  l'infini ,  et  par  conséquent  chaque  point  de  ]\  est 
un  point  d'intersection  de  deux  normales  relatives  à  une 
même  transversale  issue  du  point  S.  Donc  la  courbe  du 
troisième  ordre  se  réduit  alors  à  une  conique,  si  l'on  lait 
abstraction  de  cette  droite,  qui  constitue  une  de  ses  bran- 
ches, et  qui  n'est  autre  chose  que  l'asymptote  du  cas 
générale 

Corollaire  H.  Si  le  point  S  est  sur  l'un  des  deux  a\es 
principaux  de  la  conique  donnée ,  le  lieu  se  réduit  encore 
à  une  conique,  parce  que  l'axe,  sur  lequel  le  point  S  se 
trouve,  fait  partie  de  la  courbe.  Et  si  le  point  S  est  le 
centre  de  la  conique,  cette  courbe  du  troisième  ordre  se 
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compose  de  trois  lignes  droites ,  savoir  :  les  deux  axes 
principaux  de  la  conique  et  la  droite  située  à  l'infini. 

Observation.  Le  théorème  n'est  pas  seulement  vrai 
pour  les  normales,  mais  il  l'est  aussi  pour  des  obliques 
faisant  avec  les  tangentes  à  la  conique  un  angle  constant 
et  dans  le  même  sens  de  rotation. 

Il  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  généralisation  plus 
grande  ;  car  la  normale  et  la  tangente  sont  deux  droites 
conjuguées  qui  divisent  harmoniquement  l'angle  sous  le- 
quel les  foyers  sont  vus  du  point  de  contact.  Faisant  une 
déformation  homographique  de  la  figure,  on  a  ce  théo- 
rème : 

Etant  donnés  une  conique,  deux  points  jixes  F,  F' 
pris  dans  son  intérieur,  et  un  point  quelconque  S,  si 
l'on  mène  une  transversale  Sm  qui  coupe  la  conique, 
aux  points  m,  m',  puis  par  le  point  m  la  droite  con- 
juguée harmonique  de  la  tangente  en  ce  point  par  rap- 
port aux  deux  rayons  mF,  mF',  et  pareillement  pour  le 
point  m',  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
droites  sera  une  courbe  du  troisième  ordre. 

Et  l'on  a  un  théorème  corrélatif  dont  l'énoncé,  facile 
à  former,  prend  une  forme  plus  simple  si  l'on  suppose 
située  à  l'infini  l'une  des  deux  droites  qui  correspondent 
corrélativement  aux  deux  points  F,  F',  c'est-à-dire  aux 
foyers  réels  de  la  figure  primitive  (*). 

(*)  Quelle  esl  l.t  liasse  de  ces  courbes?     Tu 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  477 

(voir  page  171) ; 

Par  M.   Joseph  VIGJSE,  de  Toulon. 


Soient  BE  et  BD  les  bissectrices  intérieure  et  extérieur»; 
de  l'angle  B,  CF  et  CG  les  bissectrices  intérieure  et  ex- 
térieure de  l'angle  C ,  et  soient  E ,  D  ,  F,  G  les  projections 
respectives  du  sommet  A  sur  ces  droites. 

Les  deux  droites  BE  et  BD  sont  perpendiculaires  lune 
sur  l'autre  ;  de  plus  les  angles  ADB  et  AEB  étant  droits, 
la  figure  ADBE  est  un  rectangle  :  il  s'ensuit  que  le  point 
M  de  rencontre  de  DE  avec  AB  est  le  milieu  de  cette  der- 
nière droite  et,  en  second  lieu,  que  la  droite  DE  est  pa- 
rallèle à  BC  :  car  les  deux  angles  MEB ,  EBC  sont  tous 
les  deux  égaux  à  l'angle  MBE.  Par  conséquent,  la  droite 
DE  prolongée  passe  par  le  milieu  de  AC. 

De  même  la  figure  AFGG  étant  un  rectangle ,  la  droite 
FG  passe  par  le  milieu  de  AC  et  elle  est  parallèle  à 
BC.  Elle  se  confond  donc  avec  DE,  c'est-à-dire  que  les 
quatre  points  D,  F,  E,  G  sont  en  ligne  droite. 

c.    Q.    F.    D. 

Note.  M.  Léon  Vidal ,  élève  du  même  lycée  (classe  de 
M.  Huet),  s'y  prend  ainsi  :  Soient  O  le  centre  du  cercle 
inscrit  et  M  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  qui  touche  le 
côté  AB.  Les  quatre  points  M,  O,  A,  B  sont  sur  une 
même  circonférence:  et,  d'après  un  théorème  connu,  les 
projections  du  point  A  sur  les  côtés  du  triangle  inscrit 
lîOM  sont  sur  une  droite  ;  donc  ,  etc. 

M.  1  abbé  Poitrasson,  en  donnant  la  même  solution, 
cite  la  Géométrie  supérieure,  n°  379,  où  l'on  \<>it  que  le 
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triangle  qui  a  pour  sommets  les  trois  centres  des  cercles 
ex-inscrits  a  pour  hauteurs   les  trois  bissectrices  inté- 
rieures. 


QUESTIONS. 


480.  Soil  D0  un  cercle,  Dt  une  développante  de  D0, 
IL  une  développante  de  Dj , .  .  . ,  D„  une  développante  de 
D(„_ij.  Appelons  D„  développante  du  cercle  de  l  ordre  n. 
Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Si  une  ligure  plane  varie  en  restant  semblable  à  elle- 
même,  et  si  trois  droites  de  cette  figure  ont  chacune  pour 
enveloppe  une  développante  de  cercle  de  Tordre  n  ,  toute 
autre  droite  de  la  figure  a  pour  enveloppe  une  dévelop- 
pante de  cercle  du  même  ordre.         (P.  oe  Lafitte.) 

481 .  On  donne  un  hyperboîoïde  à  une  nappe  engendré 
par  la  révolution  d'une  hyperbole  équilalère:  un  cône 
qui  a  son  sommet  sur  celle  surface  et  pour  base  le  cercle 
de  gorge  est  coupé  suivant  un  cercle  par  un  plan  perpen- 
diculaire au  cercle  de  gorge.  (O'  Bôklem.) 

Î82.  Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un  lélr aèdre  , 
le  centre  de  lhyperboloïde ,  passant  par  les  quatre  hau- 
teurs, le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  sont  trois  points 
en  ligne  droite.  (Joachimsthal.) 


SUÏ  LES  COURBES  DU  TROISIEME  DEGRE; 
Par  M.  Abu.  TRANSON. 


Dans  la  note  \\  de  son  Histoire  des  Méthodes  en  r 
métrie  (p.  348,  1837),  M.  Chasles  fonde  la  double  généra- 
tion des  courbes  du  troisième  degré,  ^oii  par  cinq  paraboles 
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divergentes,  soit  par  cinq  courbes  à  centre,  sur  une  pro- 
priété très-eurieuse  de  leurs  points  d'inflexion ,  propriété 
qu'il  ne  démontre  pas,  mais  qu'il  annonce  comme  pou- 
vant se  déduire  avec  facilité  de  quelques  considérations 
tle  géométrie. 

On  peut  suivre  une  autre  marche  qui  consiste  à  établir 
premièrement  lune  ou  l'autre  des  deux  générations,  puis 
à  en  déduire  la  propriété  des  points  d  inflexion,  et  de  là 
le  second  mode  de  génération. 

Si  l'on  veut  prouver,  par  exemple,  le  théorème  de  New  - 
ton  que  toutes  les  courbes  du  troisième  ordre  sont  don- 
nées par  la  perspective  de  cinq  paraboles  divergentes,  il 
suffira  de  prouver  que  par  la  perspective  on  peut  amener 
l'équation  d'une  quelconque  de  ces  courbes  a  la  forme 

v2  =:Af  +  B  j:    -h  Cx  -h  D, 

qui  est  la  forme  générale  des  paraboles  divergentes.  Or 
une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre  a  au  moins  un 
point  d'inflexion,  puisque  1  équation  qui  donne  les  ab- 
scisses de  ses  points  d'inflexion  est  du  quinzième  degré 
(  .\ o uvelles  Annales,  t.  IX,  p.  2g4),  et  que  d'ailleurs 
l'équation  de  la  courbe  a  pu  être  choisie  de  telle  sorte, 
qu'à  une  valeur  réelle  de  l'abscisse  correspondît  au  moins 
une  valeur  réelle  de  l'ordonnée. 

D'après  cela,  faisons  la  perspective  de  la  courbe  pro- 
posée, de  sorte  que  la  tangente  à  son  point  d'inflexion 
passe  tout  entière  à  l'infini. 

La  courbe  ainsi  transformée  a  donc  une  asymptote  à 
l'infini ,  et  je  dis  qu'elle  n'en  a  pas  d'autre. 

En  effet,  le  point  à  linfini  d'une  seconde  asymptote. 
point  qui  appartiendrait  à  la  courbe,  pourrait  être  cousi- 
déré  comme  appartenant  aussi  à  la  première  asymptote} 
mais  cela  est  impossible,  puisque  celle-ci  a  déjà  trois 
points  en  commun  avec  la  courbe 
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Et  ce  peu  de  mots  suffirait  déjà  pour  prouver  Ja  trans- 
formation de  toute,  courbe  du  troisième  ordre  en  une 
courbe  purement  parabolique.  Mais  il  importe  pour  notre 
objet  actuel  d'obtenir  l'équation  de  la  courbe  transformée. 

Supposons  donc  premièrement  que  l'axe  des  y  soit  pris 
dans  la  direction  de  cette  asymptote  unique  qui  est  à  l'in- 
fini. Puis,  dans  l'équation  de  la  courbe  transformée, 
remplaçons  y  par  mx,  et  écrivons-la  conformément  aux 
notations  convenues  dans  la  théorie  des  asymptotes  ,  sous 
•  cite  forme 

.rz  F  (  m )  -+-  x-  F,  ( m  )  -+-  x  F2  (  m  )  -+-  k  =  o. 

Il  faudra  pour  satisfaire  aux  conditions  de  la  question 
que  F  (m)  ait  trois  racines  infinies,  et  que  Ft  (oo  )  ne  soit 
pas  nul  5  c'est-à-dire  que  l'équation  de  la  courbe  transfor- 
mée doit  être  comme  il  suit 

ax3  -+-  bxi  -+-  cxy  -+-  dy-  -+-  ex  -\-fy  -+-  g  =  o , 

avec  la  condition  expresse  que  d  ne  soit  pas  nul.  Mainte- 
nant on  pourra,  en  conservant  l'axe  des  ),  changer  la 
direction  de  l'axe  des  x  de  sorte  que  le  terme  en  xy  dispa- 
raisse; puis  on  transportera  l'origine  sur  Taxe  desjr  de 
manière  à  faire  disparaître  le  terme  de  premier  degré  en 
y.  Dès  lois  l'équation  prendra  la  forme  ci-dessus  indi- 
quée, savoir 

(i)  j2  =  Ax>  4-  B.r'  +  C.r+  D. 

Or  en  discutant  les  diverses  circonstances  que  peuvent 
présenter  les  trois  racines  de  l'équation  formée  p;u  le 
second  membre  égalé  à  zéro,  on  démontrera  aisémenl 
l'existence  de  cinq  cas  ou  formes  distinctes  qui  ue  peu- 
vent pas  rentrer  les  unes  dans  les  autres  par  Les  transfor 
mations  de  la  perspective.  Et  parce  que  toute  courbe  du 
troisième  ordre  prend  par  la  perspective  une  forme com 
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prise  dans  1  équation  (i),  il  s'ensuit  qu'elle  peut  loujours 
être  considérée  comme  la  perspective  de  l'une  des  cinq 
paraboles. 

L'équation 

>-=  (.r  —  a)2{x  —  b) 

présente  deux  formes  selon  qu'on  a  b  ^>  a  ou  b  <^  a . 

Considérons  maintenant  que  pour  la  courbe  représen- 
tée par  l'équation  (i),  l'axe  des  .r  est  diamètre  de  toutes 
les  cordes  parallèles  k  l'axe  des  y,  c'est-à-dire  passant  par 
le  point  d'inflexion  qui  est  à  l'infini  ;  de  plus,  les  ligues 
qui  joignent  deux  à  deux  les  points  où  deux  telles  cordes 
rencontrent  la  courbe,  se  rencontrent  elles-mêmes  sur 
l'axe  des  x;  et  enfin  les  tangentes  aux  deux  extrémités 
de  l'une  de  ces  mêmes  cordes  se  rencontrent  également 
sur  ce  même  axe. 

Donc  si  l'on  revient  à  la  courbe  dont  l'équation  (1)  est 
la  perspective  pour  y  chercher  les  faits  correspondants  à 
ceux  qu'on  vient  d'énumérer,  on  reconnaîtra  la  vérité 
des  propositions  suivantes  énoncées  dans  la  note  citée. 

«  Si  autour  d'un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  on  fait  tourner  une  transversale,  et 
qu'aux  deux  points  où  elle  coupera  la  courbe,  on  mène 
les  deux  tangentes,  leur  point  de  concours  engendrera 
une  ligne  droite. 

)>  Les  droites  qui  joindront  deux  à  deux  les  points  où 
deux  de  ces  transversales  rencontrent  la  courbe,  se  ren- 
contreront sur  cette  droite. 

»  Enfin  cette  droite  rencontrera  chaque  transversale 
en  un  point  qui  sera  le  conjugué  harmonique  du  point 
d'inflexion  par  rapport  aux  deux  points  où  la  transversale 
rencontrera  la  courbe.   »    (P.  349)  • 

De  plus,  remarquez  que  la  tangente  à  la  courbe  (1)  est 
parallèle  à  Taxe  des  y  dans  les  points  situés  sur  1  axe  des 
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x;  donc  si  l'on  revient  à  la  courbe  primitive,  on  recon- 
naîtra que  par  un  point  d'inflexion  on  peut  généralement 
mener  trois  tangentes  à  la  courbe  (on  ne  comprend  pas 
dans  ce  nombre  la  tangente  menée  au  point  d'inflexion 
lui-même) ,  et  que  les  trois  points  de  contact  sont  sur  la 
droite  dont  il  vient  d'être  question  (*). 

C'est  pourquoi  cette  droite,  dit  M.  Chasles,  et  le  point 
d'inflexion  jouissent,  par  rapport  cà  la  courbe,  des  mêmes 
propriétés  qu'un  point  et  sa  polaire  par  rapport  à  une:  to- 
nique. Et  l'auteur  l'appelle  effectivement  la  polaire  du 
point  d'inflexion. 

La  construction  de  l'équation  (i)  suffit  encore  pour  dé- 
montrer la  propriété  des  points  d'inflexion  d'être  en  ligne 
droite. 

En  effet,  si,  outre  le  point  d'inflexion  à  l'infini .  il  y  en 
a  quelque  part  un  autre,  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe 
des  x  exige  qu'il  y  en  ait  un  troisième  de  l'autre  côté  de 
l'axe  et  correspondant  à  la  même  abscisse.  Donc  ces 
deux  nouveaux  points  sont  sur  une  droite  qui  rencontre 
le  premier  «à  l'infini.  D'ailleurs  un  quatrième  point  d'in- 
flexion ne  saurait  exister  à  moins  d'être  extérieur  à  la 
ligne  des  trois  premiers  5  mais  son  existence  entraînerai! 
eelle  de  trois  nouveaux  points  sur  les  trois  lignes  qui 
j oindraient  ce  quatrième  aux  trois  premiers.  Ces  trois 
nouveaux  en  feraient  connaître  d'autres  encore,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  lors- 
qu'il y  a  plus  d'un  point  d'inflexion,  il  y  en  a  trois  ci 
les  trois  sont  en  ligne  droite. 

La  forme  de  l'équation  (1)  suffira  également  pour  prou 
ver  que  les  deux  polaires  relatives  aux  deux  nouveaux 
points  d'inflexion  se  rencontrent  sur  l'axe  des  x  qui  est 
la  polaire  du  point  à  l'infini.  De  là  ce  théorème  : 


•     1 -,  tangente  au  point  d'inflexion  équivaut  :>  trois  tangentes      !  • 


.(     271     ) 

Théorème.  Dans  toute  courbe  du  troisième  ordre,  les 
trois  polaires  relatives  aux  trois  points  d '///flexion  se 
rencontrent  en  un  même  point. 

L'existence  d'une  polaire  pour  chacun  des  points  d'in- 
flexion étant  démontrée,  si ,  au  lieu  de  faire  passer  à  l'in- 
fini la  tangente  à  un  point  d'inflexion,  on  y  fait  passeï 
sa  polaire,  ce  point  devient  manifestement  un  centre. 
Par  là  il  est  prouvé  que  toute  courbe  du  troisième  degré 
peut  être  considérée  comme  la  perspective  ou  Y  ombre 
d'une  courbe  à  centre,  et  par  suite  il  se  trouve  égale- 
ment prouvé  qu'il  y  a  dans  le  troisième  ordre  cinq  cour- 
bes à  centre  non  transformables  les  unes  dans  les  autres. 
Ce  beau  théorème,  dû  à  M.  Chasles,  devient  ainsi  le  pen- 
dant de  celui  que  Newton  avait  signalé. 

Après  cela  il  n'est  peut  être  pas  sans  intérêt  de  mon- 
trer qu'il  est  possible,  comme  je  l'ai  indiqué  ci-dessus, 
d'établir  toute  cette  théorie  en  commençant  par  démon- 
trer le  nouveau  mode  de  génération. 

A  cet  effet,  on  remarquera  premièrement  qu'en  vertu 
du  théorème  énoncé  sous  le  n°  12  à  la  page  287  du 
tome  IX  des  Nouvelles  annales,  les  trois  tangentes  à  une 
courbe  du  troisième  ordre  issues  d'un  même  point  d'in- 
flexion I,  ont  leurs  trois  points  de  contact  A,  B,  C  en 
ligne  droite.  Car  soit  C  le  point  où  la  droite  AB  ren- 
contre la  courbe,  la  tangente  en  C  doit  rencontrer  de 
nouveau  la  courbe  en  un  point  qui,  d'après  le  théorème 
donné,  sera  sur  la  tangente  en  I,  c'est-à-dire  au  point  1 
lui-même,  puisque  celui-ci  est  un  point  d'inflexion.  Donc 
le  point  C  ne  peut  être  que  le  point  C. 

Faisons  passer  à  l'infini  cette  droite  des  trois  contacts, 
la  courbe  transformée  aura  trois  asymptotes  passant  par 
le  point  d'inflexion.  Que  si  l'on  place  en  ce  point  l'ori- 
gine des  coordonnées  et  si,  pour  plus  de  simplicité,  on 
prend  la   tangente  en    ce   même  point   pour  axe  des  x, 
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on  connaîtra  par  la  théorie  des  asymptotes  que  l'équa- 
tion de  la  transformée  doit  avoir  la  forme 

(2)  .t3  -+-  3a,  x1  y  +  3  a^xj-  +  a3f*  -h  3dy  =  o. 

Dès  lors  il  est  manifeste  que  par  effet  de  la  perspective 
le  point  d'inflexion  est  devenu  centre,  ce  qui  établit 
en  même  temps  la  relation  harmonique  entre  ce  point  et 
la  droite  des  contacts. 

A  la  vérité  il  peut  arriver  que  deux  des  tangentes  is- 
sues d'un  même  point  d  inflexion  deviennent  imaginaires; 
mais  le  principe  de  continuité  de  M.  Poncelet  ou  des  re- 
lations contingentes  de  M.  Chasles,  suffit  pour  prouver 
que,  même  dans  ce  cas,  la  droite  des  contacts  subsiste  et 
que  son  passage  à  l'infini  doit  procurer  à  l'équation  de  la 
courbe  proposée  les  mêmes  modifications. 

Ainsi  il  est  de  nouveau  prouvé  que  toute  courbe  du 
troisième  ordre  peut  être  considérée  comme  la  perspec- 
tive dune  courbe  à  centre.  D'ailleurs  en  discutant  la  si- 
tuation et  la  réalité  des  asymptotes  dans  l'équation  (a),  on 
verra  que  cette  équation  renferme  cinq  formes  non  réducti- 
bles les  unes  aux  autres  5  de  là  le  théorème  de  M.  Chasles. 
La  considération  de  l'équation  (2)  permet  aussi  d'é- 
tablir en  quelques  mots  la  propriété  des  points  d'inflexion 
d'être  en  ligne  droite,  et  celle  des  polaires  de  se  rencon- 
trer en  un  même  point. 

M.  Chasles  a  compris  les  deux  générations  des  courbes 
du  troisième  ordre  sous  un  seul  énoncé  qu'il  me  parait 
utile  de  transcrire  : 

Ainsi  que  les  courbes  du  second  degré  ne  peuvent 
donner  lieu  qu'à  une  seule  espèce  de  cône,  de  même  les 
courbes  du  troisième  degré  ne  peuvent  donner  lieu  qu  à 
cinq  espèces  de  cônes  ; 

lui    COltpanl    ces    coites   d  une    1  criaille    iri<t/i/er<  ,    en 

forme  les  cinq  paraboles  cubiques } 
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Et  les  coupant  dune  autre  manière,  on  forme  les 
cinq  courbes  qui  ont  un  centre. 

Ceci  peut  donner  lieu  à  quelques  remarques.  On  sait 
que  le  cône  du  second  ordre  peut  être  coupé  dans  une  in- 
imité de  directions  de  manière  à  donner  la  parabole  or- 
dinaire, et  dans  deux  directions  seulement  de  manière  à 
donner  le  cercle.  Mais  un  cône  du  troisième  ordre  ne  peut 
être  coupé  que  dans  une  ou  dans  trois  directions  diffé- 
rentes, de  manière  à  donner  soit  une  parabole,  soit  une 
courbe  à  centre.  On  sait  aussi  qu'il  est  toujours  possible 
de  transformer  la  ligure  plane  formée  par  un  système  de 
deux  courbes  du  second  degré  en  une  perspective  où  ces 
deux  courbes  deviennent  des  cercles  (Poncelet).  Au  con- 
traire il  sera  impossible  en  général  de  transformer  un 
système  de  deux  courbes  du  troisième  ordre  en  un  autre 
système  où  chacune  de  ces  deux  courbes  ait  reçu  une 
forme  déterminée  d'avance,  soit  parabolique,  soit  à 
centre. 

{La  suite  prochainement.) 


SECOINDE  SOLITION  DE  LA  QUESTION  U\ 

voir  pase  2V2)  ; 

Par  M.   J.   DE  VIRIF.U, 

R ('dent  à  San  mur. 


1.  La  sommation  de  la  série  proposée  peut  se  déduire 
du  théorème  suivant  qui  fait  connaître  une  infinité  de  sé- 
ries convergentes  et  leurs  sommes. 

Soient  .re  une  quantité  entière  nulle,  positive  ou  né- 
gative }  x  une  variable  entière  ;  u,  une  fonction  de  cette  va- 
riable qui ,  Lorsque  celte  dernière  croit  de  x0  inclusive- 
ment à  1  infini  positif,  reste  toujours  déterminée  ainsi  que 
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(  2"4  J 

Ah,   et  tend   vers  une  limite  unique  finie;  ou  nulle.    L 
représentant  cette  limite,  on  a 

x=  -4-» 

(A)  2a"*==u  —  **.- 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  l'équa- 
tion connue 

«x0+i-h  =  «*q  -4-  â"*„  4-  A  kIii+,  -4-  .  .  .  +  A«*0+l-, 

III.  Soient;?,  <7  des  nombres  entiers  absolus  non  nuls; 
y,  g  des  quantités  entières  distinctes  telles  ,  que 

f-h  X,  ^  I  ,         g  -t-.V„^   1. 

Si 

1 
",=  (x+/)  (.r  +/+  i).  •  •  (.r  -f  f -h  p  -  l)' 
on  a 

U  =  o ,     A«x  = •  ux . 

x  +/  -+-  p 

Si 

„    ==(-r  +  g)(-r-f-g  +  l)...   (-g  -f- g +  /?  —  !) 
(•r-K/)(.r+/+l).  ••  («+/+/>-  l)  ' 
on  a 


U=i,      A«x  =  -^(<7-/) 


[x  +  g){x-*-f+p) 

Si 

_  (^  +  g)(j?4-g  +  Q..  ■  (*-4-g  +/>  —  i  ) 

~(x+/)(x4-/+t)...(^+/4-/»  +  î-i)' 


u==0,    A,<r=     g(«  +  g>  +  /^-/>  ,,, 

(*  H"  g)  (*+/+/»  +  f) 


■X./-4-  l)    .  .  (.r +/-+-/>  —  i 


(  *75  ) 
un  a 

U  =  i, 


+  ^)-.(*  +  ^+JP-l] 


àg.=|,(/_j\-  -+/)...(*+/+/» 


Si 

„  ^t(r>(-r"l"g^-r4-g'-f-1)-<-  (*  +  £+/>  —  0 
'  a(-r  +  /)(*  +  p+  •)■  ••  (*  +/+/>  —  i)' 
on  a 

TT  *  1  (X-+-g      X+/+P\ 

U  =  o ,      A  «*  =  —  loç     ^  • £    . 

b  \x+f     -r  +  g+p) 

III.  Substituant  ces  valeurs  et  ces  limites  successive- 
ment clans  l'équation  A,  on  obtient 


r  =  -4-x> 


I  1 

P    (-To +/)(*.  -+-/—!)•  ••    (*•+/  +  /»  — 0' 

_J (-gH-g)(g-t-g+i)..  •  (g-Hg+J>  —  i) 

■*  +  #'       (*+/)(*+/+!)...  (a?  +/-+-*>) 

fo  H-J  +  i)...  (*„  +  g  +  /»  —  il 


X=H-OC 

x(-*-*-g)(*+gH-i)...  {x  +  g  +  P  —  0 
(x+/)(.r-i-/H-i)...  (x  +  f-+-p  +  q) 

_      (*•  +  #)(■*  H- £  +  i)..  •  (■*.>  +  £  -t-/>  — i) 


i  b 


[xt+f)(x,  -h/H-  i).  .     (x„-H/H-f  +  7  —  i) 

.«S. 
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^      \/(.r  +/)  (*  +  î +/»)+ ^  +  ff)(*  +/+/») 

_i  _L_r  .  /(•ro+7)(j'+^+i)-(^+g+/'-o] 


• 


X=-f-3C 


^         &  \*+/     r  +  g  +  PJ 

["(*.  + g)  (*, -h  g -hO--.  (-r.  +  g  H-  /^  —  i  )  1 
~~     g  L  (■*.  +/)  (*.  +/+  0-  ■  •  l*i  +  /H-i»  —  o  J" 

On  aura  la  série  proposée  eu  posant 

x0=o,     f—i,     p  —  n  —  t 

dans  la  première  des  formules  ci-dessus. 

IV.   Soient  m.  »,  Z> ,  c  des  quantités  non  nulles  telles, 
que 

cm  ■=  bn^o; 

et  a  une  quantité  non  nulle  telle,  que  la  fonction  bx'  -+-  c 
ne  soit  jamais  nulle  quand  on  l'ait  croître  x  de  .r0  à  -h  oo  , 
Posons 

m  uJ  -\-  n 

U*  ~     À     x     i ' 

ax 

A  « ,  —  ( cm  —  bn)(u  —  i  )  — r-n — . • 

v  'v  ,[bat+,-hc)(b**-+-c) 

Si 

«  =  -f- 1 , 

u ,  n'est  pas  Ulie  («un  lion  de   c  :  si 

K  =  —  I  , 

la  limite  d  est  pas  unique 


(  a77 


O  >  a*<  I ,      U  =  -:       si      1  <  a  ,      U  —  ~ 

c  '  v 


Substituant  dans  A 

*=H-CO 


(iaI+,+  c)(6ax-+- f)        c      I  —  a     6a">4-' 
x 


jr  =-)-  oc 
l 

a:  =x 


{ba.z+i  +c)(6aI  +  c)        6     a—  i      £ax°H- 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  425 

(voir  t.  £X,  p.  195,  234); 

Par  UN  ABONNÉ. 


On  a  mesuré  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  recti- 
iigne  ABC;  a,  (3,  y  sont  les  erreurs  absolues  respectives 
qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois  côtés  a,  Z>,  c. 
Evaluer  l'influence  de  ces  erreurs  sur  les  angles  A,  B,'C. 
Soient  «! ,  bx ,  cx  les  variations  des  angles  A ,  B,  C ,  lors- 
que dans  le  triangle  ABC 

a  devient  a  4-  o«, 
«2,  t>2,  f2>  les  variations  lorsque  6  »  &4-JÏ, 
a3,  b3,c3,  »  c         »         c  4-7. 

Les  variations  des  A  ,  B,  C  lorsque  a  devient  a  4-  ce;  b  de- 
vient £  4-  (3  et  c  devient  c  4-  (3,  seront 

en  négligeant  une  quantité  très-petite  par  rapport  a  ces 
variations. 


2^8 


Calculons  ax .  />,  ,  c{. 


Si  a  devient  a  -+-  a ,  les  côtés  b  et  c  restant  les  mêmes 


te  triangle  ABC  deviendra  ABC, 


CAC'  =  ^-\      ^  =  -CBC'=  — 

b  a 


niais  le  triangle  CC'C'7  donne 


donc 


CC'=r-— ;,    CC"  =  — - 
sin  C  tang  L 


b  sin  C 


a  taneC 


et,  par  analogie 


a  tangB 
Dans  ces  formules,  «  peut  être  positif  ou  négatif;  on  aura 


de  même 

a7  =  - 


? 


ai 


;,       &: 

»  ^3 


P 


itangC  csinA 

V  L  7 


ôtangA  ' 


tang  A  a  sinB  ' 


c  tangB 

d'où  (en  désignant  par  A, ,  B, .  Cj  les  valeurs  qu'il  s  agit 
d'évaluer), 

a  p  7 


A,=  «,H-  <z2-f-  «3 


6sinC       />tangC       c  tangB* 

a  6  V 

(i)     B,=  *,+  6,-l-6,= -  +  -4— -i— -■ 

«  tangC       c  sin  A       c  tang  B 


C,  =  c,  +  <    h 


Y 


«  tangB       l>  tang  A       n  sin  I; 


(  279  ) 
L'erreur  At  sera  la  plus  grande  possible  si  at ,  a2 ,  a3  sont 
de  même  signe ,  c'est-à-dire  si  (3  et  y  sont  de  signe  con- 
traire à  a,  sa  valeur  absolue  sera  alors 


b  sin  C        6  tang  C        c  tang  B 

Si  l'on  mesure  les  côtés  à  la  chaîne,  les  plus  grandes  va- 
leurs de  a,  |3 ,  y  seront 


l—b, 


donc 

l   Maximum  de  A,  = (  -,   .    _,  -\ 1 

l  iooo  \ysmC       tangC       tangB 

(2)     ;  ou 

(  Maximum  de  A,  = ( i )  • 

1000  \tangC       tangB/ 

Cette  formule  met  en  évidence  l'inconvénient  qu'il  y  a 
à  prendre  des  angles  trop  petits  dans  les  triangles  topo- 
graphiques ,  et  montre  que  la  forme  équilatérale  est  la 
plus  avantageuse. 

Si  l'on  suppose  que  B  et  C  soient  égaux  à  45  degrés, 
qui  est  la  plus  petite  valeur  admise ,  on  aura     . 

4 
Maximum  de  A,  =  — ■!—• 
1000 

Dans  cette  formule,  Aj  représente  la  longueur  de  l'arc  dans 
un  cercle  de  rayon  1;  si  l'on  veut  exprimer  l'erreur  en  se- 
condes ,  oii  aura 

—4-  -sin  1"=  i3". 


Si  1  on  admet  des  angles  de  3o  degrés,  on  peut  commettre 
une  erreur  de  22  secondes.  Si  l'on  veut  connaître  la  li- 
mite de  rcrreur  commise  sur  les  angles  d'un  triangle 
particulier,  après  avoir  calcule  les  angles  <>n  se  servira 


(     28o    ) 

de  la  formule  (2),  qui  peut  être  mise  sous  la  forme  plus 
générale   maximum  de  A,  =  2 s 


tang  G        tang  B  t 
Nota.   On  arrive  également  aux  formules  (1),  en  pre- 

bi  -\-  c2 a2 

nant  dans  les  formules  telles  crue  eos  A  =  ; >    la 

1  2  oc 

différentielle  totale  de  cos  A. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  170 

(foir.  p.   !7o    : 

Par   M.    DECHARME, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briol  ), 

Et  M.  BANACHIEWICZ, 

Elève  de  l'École  Centrale. 


Si  sur  la  diagonale  d'un  rectangle  comme  corde  on 
décrit  un  cercle,  le  lieu  des  extrémités  d'un  diamètre 
parallèle  à  l'autre  diagonale  est  une  hyperbole  équilatère. 

J'appelle  a  et  b  les  deux  côtés  du  rectangle;  je  prends  a 
pour  axe  des  x,  b  pour  axe  des  y. 

En  appelant  a  et  [t>  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
l'équation  de  ce  cercle  passant  par  l'origine  est 

(  I  )  2  a  x  -h-  2  p  y  =  x2  -h  j% 

le  point  x—  a,  y  =  h  appartient  au  cercle;  donc 

(  2 )  2a«  +  2p/»  =  «2+  i;. 

L'équation  de  la  parallèle  menée  par  le  centre  <ln  cerch 

est 

(  3  x  b  4-  fi)  a  —  a)     |    h  1  . 

Éliminant  %  el  0fcdes  équations  (1),  (a),  (3),  ou  a  le  lieu 
cherché. 


Or 


(   28.    ) 

2  (  ay  —  bx  ) 

a(x-  +  j2)  —  x(a:+  62) 


B  = 


2(aj—  bx) 


substituant  dans  l'équation  (3),  et  multipliant  par 
2  [ay  —  bx) ,  faisant  les  réductions  et  mettant  a' -f-  b' 
en  facteur,  on  obtient 

(a'-h  b7)  (y7  —  a J  —  a*  —  o_y  )  =  o  ; 

donc  l'équation  du  lieu  est 

y"1 —  .r2-(-  ax  —  br  =  o. 

C'est  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  centre  le  centi  e 
du  rectangle,  et  pour  asymptotes  les  parallèles  aux  bissec- 
trices des  axes  de  coordonnées  menées  par  ce  centre. 

Cette  hyperbole  passe  évidemment  par  les  quatre  som- 
mets du  rectangle ,  car  pour  x  =  o  on  a 

y  =  o      et      y  =  b, 
et  pour  x  =  a  on  a  aussi 

y  =  o     et      y  =  b. 
L'équation 

y2 —  x7-\-  ax  -h  by  =  o 

est  celle  du  lieu  de  l'intersection  du  cercle  par  le  diamètre 
parallèle  à  la  première  diagonale. 

MM.  Eugène  Dupont  el  Ernest  Fontaine,  élèves  du 
lycée  Louis-le-Grand ,  ont  envoyé  des  solutions  du  même 
genre. 

Note  du  Rédacteur.  Pourvu  que  le>  trois  équations 
soient  linéaires  en  a  et  (3,  le  lieu  sera  une  conique,  car 


(  ri*  ) 

le  déterminant  est  du  deuxième  degré  en  x  et/,  et  ce  dé- 
terminant égalé  à  zéro  donne  l'équation  du  lieu ,  les  axes 
étant  quelconques. 

Soient  en  général  les  trois  équations 

(1^  +  4^  +  ^  =  0, 
fljï+  b2  p  -f-  c2  =  o , 
a ,  y.  H-  b3  p  +  c3  =  o , 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  a  et  (5. 

On  prend  pour  inconnues  ->  -  ;  les  équalionsdevienmnt 

rt,a-|-  6 ,  [i  +  c,  7  =  o , 
a2  a  +  b2  p  +  c,  7  =  O , 
a  a  +  h  P  -h  c3  7  =  o  ; 

pour  que  ces  équations  subsistent  simultanément,  on  doit 
avoir 

(a,  b2c3)  =  o  ; 

les  crochets  désignent  un  déterminant. 


SOLUTION 

De  la  question  proposée  au  Concours  général  pour  la  classe 
de  mathématiques  spéciales  en  IK.'iX 

(  voir  p.  îsy) . 

Par  MM.  BURAT  et  BÔS, 
Professeurs  de  mathématiques  bu  !>(•<•'■  île  Lille 


K  étant  un  nombre  donne  et  «  un  angle  aussi  donnt  . 
mais  compris  entre  o  et  iNo  degrés j  g,  <  • .  Ii  étant  net 
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inconnues  auxiliaires  liées  entre  elles  par  les  relations 

i  G  sin  g  =  —  sin  a  , 

{ 2  )  G  cos  g  =  K  sin  a  H-  cos  « , 

G  sin3  a 
(3)  *  =  -x-, 

o/i  demande  les  racines  réelles  de  l'équation 
h  sin4  x  =  sin  (  x  —  a  ) . 

O/z  donnera  à  G  le  même  signe  qu'à  K. 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  faut  d'abord  rempla- 
cer h  par  sa  valeur  numérique  calculée  en  fonction  de  a 
et  de  K  :  aussi  nous  commencerons  par  déduire  ce  coeffi- 
cient des  relations  (i),  (2),  (3). 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  carrés  des  deux 
premières,  g  disparait,  et  Ton  a 


G  =  lh  \/sin-a  -f-  (K  sin  a  -+-  cosa)2; 

G  est  donc  réel,  quels  que  soient  a  et  K,  et  le  radical 
doit  avoir,  d'après  l'énoncé,  le  même  signe  que  K. 

On  peut  aisément  rendre  cette  valeur  de  G  calculable 
par  logarithmes  :  posons ,  en  effet . 

a  étant  un  angle  auxiliaire;  nous  aurons 


=±y/«. 


sin'  (a  +  a>) 
G  =  ±  i  /  sin2  a  -+■ 


COS-çp 


.  /         sin2(a  +  cp) 

=  ±sina  4/  iH-^-e ~\ 

y  sin- a  cos- o 

et  si  Ion  pose 

sin  (a  4- T) 
tangy  = 


mit  y  COS<{ 


(  ^84  ) 

tp  étanl  un  deuxième  angle  auxiliaire,  on  ama 

G__|_sinj 
'      cos l  ' 
et ,  par  suite , 

site  j. 


h—\ 


Kcos-i 


La  valeur  négative  de  h  doit  être  rejetée,    parce   qu  il 
résulte  des  conditions  de  l'énoncé  que  h  est  positif. 
Résolvons  maintenant  l'équation 

h  sin'x  =  sin  [x  —  a), 

dans  laquelle  h  et  a  sont  des  nombres  connus.  Je  re- 
marque d'abord  que  l'équation  ne  change  pas  quand  on  y 
remplace  x  par  x  +-  2117:,  n  étant  un  nombre  entier  po- 
sitif ou  négatif.  Il  suffit  donc  de  chercher  les  racines  com- 
prises entre  o  et  2  tt  :  quand  elles  seront  connues,  on  aura 
toutes  les  autres  en  ajoutant  aux  premières  uu  nombre 
quelconque  de  circonférences  positives  ou  négatives. 

L  équation  proposée  s'obtient  en  éliminant  y  entre  les 
deux  équations  suivantes 

(5)  y  =  h  sin'  j?, 

(6)  y  =  sm(x  —  a); 

par  suite  ses  racines  sont  égales  aux  abscisses  des  points 
d'intersection  des  courbes  qne  représentent  ces  équations 
(5)  et  (6). 

Or  l'équation  (5)  représente  une  courbe  composée 
dune  infinité  de  branches  situées  toutes  au-dessus  de 
l'axe  des  x\  chacune  d'elles  comprend  un  intervalle  égal 
à  7r,  et  son  ordonnée  maximum  ,  qui  est  égale  à  //,  répond 
au  milieu  de  cet  intervalle.  De  plus  .  aux  points  où  elle 
touche  l'axe  des  .r.  la  courbe  a  avec  cel  axe  un  con- 
tact du  troisième  ordre,  parce  que  les  trois  premières 
dérivées  de  sin* x  s'annulent  pour  x=wt.  Il  esl  encore 


(  285  ) 
bon  de  remarquer  que  unîtes  les  courbes  (5),  qui  répon- 
dent aux  diverses  valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  /*,  s'ob- 
tiendront en  multipliant  par  h  les  ordonnées  de  la  courbe 

y  =  sïn'x; 

en  sorte  que  pour  des  valeurs  très-petites  de  ce  coelli- 
cient,  la  courbe  rampera  en  s'élevant  très-peu  au-dessus 
de  Taxe  des  x ,  tandis  que  ,  pour  des  valeurs  de  //  plus 
grandes,  elle  s'élèvera  rapidement  au-dessus  de  cet  axe 
après  avoir  eu  avec  lui  un  contact  très-intime.  Enfin  ces 
courbes  ont  toutes  une  infinité  de  points  d'inflexion  ré- 
pondant aux  mêmes  abscisses 

x  =  n  r.  zh  »  : 

car  la  dérivée  seconde,  égalée  à  zéro,  donne  L'équation 

3  sin2.r  cos-.r  —  sin1  x  —  o  , 

qui  est  indépendante  de  h,  et  l'on  en- tire 

tangx  =±  \/3, 
d'où 

X=  /ITT  ±  -• 

Quant  à  l'équation  (6),  elle  représente  une  sinusoïde 
ordinaire  qui  coupe  Taxe  des  x  à  une  distance  de  l'origine 
égale  à  ce  ;  si  a  varie,  cette  courbe  se  transporte  parallè- 
lement à  elle-même  le  long  de  l'axe  des  x,  sans  changer 
de  dimensions. 

Dans  chaque  exemple  particulier,  on  pourra  tracer  ces 
d<'iix  courbes,  et  leurs  points  de  rencontre  feront  con- 
naître les  racines  de  l'équation  (4).  On  voit  immédiate- 
ment sur  la  figure  (*)  qu'il  y  aura  toujours  entre  o  et  27: 


(*)  La  figure  ci-jointe  a  été  construite  poui  L'exemple  numérique  rap- 
porte plus  loin 
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deux  points  d'intersection ,  mais  qu'il  peut  toujours  y  en 

avoir  deux  autres  pour  des  valeurs  convenables  de  //  et 
de  x.  Pour  voir  dans  quel  cas  cette  particularité  se  pré- 
sente ,  nous  allons  d'abord  chercher  quelle  relation  doit 
exister  entre  h  et  a. ,  pour  que  les  courbes  (5)  et  (6)  soient 
tangentes. 

Si  X  est  l'abscisse  du  point  de  contact ,  H  la  valeur 
qu'il  faut  donner  au  coefficient  h  pour  que  les  deux  cour- 
bes se  touchent,  on  devra  avoir  les  deux  équations 

(7)  Hsin'X  =  sin(X  —  a), 

(8)  4Hsin3XcosX  =  cos(X  — a); 

j'obtiendrai  la  relation  cherchée  en  éliminant  X  entre  ces 
deux  équations. 

En  les  divisant  membre  à  membre  ,  on  a 

tangX  =  4tang(X  —  <*)> 
d'où  l'on  tire 


,    >  _,       3zt  i/q  —  16  tansfa 

(9)  tangX  =  - 


2tanga 

Cette  formule  nous  montre  que  le  contact  des  deux  roui 
bes  n'est  possible  que  si  l'on  a 

lang'a<-^: 

3 
tanga  doit  donc  être  plus  petit  que  -=  ou  plus  grand  <|in 

3  3 

—  y;    l'angle    dont     la     tangente    est    -=    étant    égal     à 

35° 52'  1 1",6,  a  devra  être  compris  entre  o"et  36°  ^1'  ii",6 
ou  bien  entre  i43°7'48",4  et  1800. 

Supposons  cette  condition  remplie,  et  continuons  l'eu 
limination,  on  a 


1  -4-  tane  X 


(  *87  ) 
et 

tang(X  —  a)  ±  tang  X 


sin(X  —  «)  = 


y'  i  H-  tang'-  (  X  —  y.  )       ^ l  (>  +  tan&" X 
en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7)  ,  on  obtient 

(i  +  tang'X)' 


H==h 


tang3X  y'iÔH-  tang2X' 


le  signe  du  radical  sera  déterminé  par  la  condition  que  H 
soit  positif. 

Il  suffirait  maintenant  de  remplacer  tangX  par 


3±  \/q  —  16  tang2  a 


2  tança 


pour  obtenir  la  relation  cherchée  entre  H  et  a  5  mais  cette 
relation  serait  compliquée  de  radicaux  qui  rendraient  la 
discussion  pénible,  et  il  est  préférable  de  conserver  l'ab- 
scisse du  point  de  contact  comme  variable  auxiliaire. 

En  considérant  d'abord  le  cas  où  a  est  compris  entre  o 
et  36°  Sz'  11", 6,  nous  voyons  par  les  formules  (9)  et 
(10)  qu'il  y  a  pour  chaque  valeur  de  a  deux  points  de 
contact  et  pour  H  deux  valeurs  h'  et  h":  il  existe  dont 

deux  courbes 

y  =  //'  sin4  x , 

y  =  h"  sin*  x 
qui  touchent  la  sinusoïde  j  l'équation  (9)  montre  que  les 
abscisses  des  points  de  contact  sont  inférieures  à  -  :  et,  de 
plus,  si  l'on  suppose  h'  plus  petit  que  h",  la  courbe 

y  =  h'  sin*  x 

touchera  la  sinusoïde  intérieurement,  tandis  que  la  courbe 

>  =  //"sin1  x 
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la   touchera  extérieurement  (*).  Pour  des  valeurs  de  h 
comprises  entre  h'  et  //  ',  il  v  aura  trois  points  de  rencon- 
tre entre  o  et  tt  ;  pour  toute  autre  valeur  de  /i,  il  n'y  aura 
entre  les  mêmes  limites  qu'un  seul  point  d'intersection. 

Lorsque  a  est  compris  entre  i43°  j'4$/;,4et  180  degrés, 
on  obtiendra  également  deux  courbes  tangentes  à  la  si- 
nusoïde en  attribuant  au  coefficient  h  les  deux  valeurs  h' 
et  h" ;  l'une  touchera  intérieurement,  l'autre  extérieure- 
ment :  seulement  les  abscisses  des  points  de  contact  se- 

3-  ..        ,,, 

ront  comprises  eutre  —  et  it.,  au  heu  a  être  comprises 

entre  o  et  —  Pour  des  valeurs  de  h  comprises  entre  h'  et 

h",  il  y  aura  trois  points  de  rencontre  entre  tt  et  2  7T,  et 
pour  toutes  les  autres  valeurs  de  h,  il  n'y  aura  entre  les 
mêmes  limites  qu  un  seul  point  d'intersection. 

Enfin  si  a  est  compris  entre  36°  5  2' 1 1/7,6  et  i4307'48",4, 
les  deux  courbes  n'auront  que  deux  points  d'intersection 
entre  o  et  27:. 

Ces  considérations  géométriques  conduisent  à  la  règle 
suivante  pour  reconnaître  dans  chaque  cas  le  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation 

/;  sin'r  =  sin  {■>■  —  a). 

(*)  On  voit  facilemenl  que  si  les  doux  valeurs  de  \  étaient  égales,  H 
prendrait  la  valeur  — j-  et  qu'alors  la  courbe  aurait  avec  la  sinusoïde  un 

contact  du  deuxième  ordre,  c'est-à-dire  qu'elle  la  couperait  au  point  de 
contact  ;  on  démontre  en  outre  que  si  les  deux  valeurs  de  lang  \  ton!  ine- 

Itales,  h'  est  [dus  petit  que        -  et  h"  est  plus  grand  que  — -•  Comme  en 

même  temps  la  sinusoïde  B'esi  déplacée  vers  la  gauche  ,  il  résulte  néces- 
sairement de  la  forme  et  de  la  disposition  des  deux  courbes  que  la  courbe 
y  —  h'  sin'x  ne  pourra  toucher  la  sinusoïde  qu'à  l'intérieur,  tandis  que  I  1 
courbe  j  -  h"  sin*  t  ne  pourra  la  toucher  qu'à  l'extérieur.  D'antres  con- 
sidérations pourraient  conduire  à  ce  résultat,  qui  esl  d'ailleurs  évident 
[uand  on  se  rend  bien  compte  de  la  nature  des  doux  courbes. 


(  *89  ) 
Si  x  est  compris  entre  36°  02' 1 1",6  et  i43°  j'4&",4-> 
l'équation  n"a  que  deux  racines  réelles  comprises  entre  o 

et  27T. 

Si  a  est  inférieur  à  36°  02'  11", 6  ou  supérieur  à 
i4307'48//,45  on  calculera  tangX  au  moyen  de  la  for- 
mule (9);  on  obtiendra  pour  cette  quantité  deux  valeurs 
qui, portées  dans  l'équation  (10),  détermineront  deux  va- 
leurs de  H ,  h'  et  li"  ;  si  le  coefficient  numérique  h  de  l'é- 
quation proposée  est  compris  entre  ces  deux  nombres, 
cette  équation  admet  quatre  racines  comprises  entre  o  et 
27:;  dans  le  cas  contraire,  elle  n'en  admet  que  deux. 
Lorsque  h  est  égal  à  h'  ou  à  h" .  deux  des  quatre  racines 
deviennent  égales,  et  1  équation  n'a  plus  entre  o  et  2ïï 
que  trois  racines  distinctes;  dans  ce  cas  particulier,  la 
racine  double  est  fournie  par  1  équation  (g). 

Les  considérations  géométriques  qui  précèdent  per- 
mettent de  plus  de  séparer  facilement  les  racines  dans  tous 
les  cas;  par  exemple,  lorsque  h  est  compris  entre  h'  et 
h"  et  que  1  angle  a  est  plus  petit  que  36°  5i'  1 1  ',6,  on 
voit  sur  la  figure  que  la  première  racine  est  un  peu  su- 
périeure à  a;  la  deuxième  est  comprise  entre  la  précé- 
dente et  -  j  la  troisième  entre  -  et  tt,  et  la  quatrième  est 
2  2  n 

un  peu  supérieure  à  n  ■+•  a. 
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La  figure  représente  : 

i°.  La  sinusoïde,  largement  ponctuer: 

20.   La  courbe 

y  =  h  sins  x , 

tracée  en  trait  plein  ; 
3°.  Les  deux  courbes 

y  —  h'  sin'«r, 
y=  h"  sïn'x, 

tracées  en  pointillé;  ces  deux  courbes  touchent  la  sinu- 
soïde. 

Elle  permet  de  voir  les  contacts  des  deux  courbes 

»  =  //'  sin'j-, 

y  =  h"  si  11   -■ 


(  29«  ) 
avec  la  sinusoïde 

>  =  sin  [x —  a), 

et  les  deux  premiers  points  d'intersection  de  la  courbe 
y  =z  h  sins.r 

avec  cette  même  sinusoïde. 
Dans  celte  figure,  on  a 

a  =  l3°4o'4"5  •  > 
h  = 3,978539, 


et,  par  suite  , 


h'  =  o  ,96196, 
h"  =8,2865. 


(  )u  rencontre  cette  équation  en  astronomie,  quand  on 
;>e  propose  de  déterminer  l'orbite  d'une  planète  au  moyen 
de  trois  observations  seulement.  Au  commencement  de 
ce  siècle ,  Gauss  donna  la  solution  de  ce  problème  et  ap- 
pliqua ses  formules  au  calcul  des  orbites  des  petites  pla- 
nètes comprises  entre  Mars  et  Jupiter,  et  découvertes  de- 
puis 1801.  La  méthode  du  célèbre  astronome  de  Gôt- 
tingue  est  exposée  dans  un  ouvrage  intitulé  :  Theoria 
motus  corporum  cœlestium  m  sectionibus  conicis  soient 
ambietitiwn,  auctore  Carolo-Friderico  Gauss,  Hamburgi, 
1809.  On  y  trouve  l'exemple  suivant  (p.  167)  relatif  à  la 
planète  Junon,  et  que  Del  ambre  a  reproduit  dans  son 
Astronomie,  t.  II,  p.  577  : 

3,978539  sin'.r  =  sin(.r—  :3°4o'4",i). 

Cette  équation  a  quatre  racines  réelles  comprises  entre 
0  el  2  7T-,  car  les  formules  (9)  et  (10)  donnent  dans  ce  cas 

h'  =  0,96196, 
h"  =  8,2865, 

et  le  coefficient  de  sin'  x  est  compris  entre  ces  deux  nom 

'9- 
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bres;  dès  lors  ces  quatre  racines  se  séparent  facilement  ; 
la  première  est  voisine  de  i3°4°'4/)1  et  un  peu  supé- 
rieure à  cette  valeur-,  la  deuxième  est  comprise  entre 
i3°  4o'4'V  et  9°  degrés  ,  la  troisième  entre  90  et  180  de- 
grés 5  et  la  quatrième  entre  180  degrés  et  io,30  4o'4'/?1- 

Ces  quatre  racines  se  calculent  facilement  en  appli- 
quant la  méthode  ordinaire  qui  sert  à  la  résolution  des 
équations  transcendantes;  d'ailleurs  l'équation  donnée 
est  lune  de  celles  que  M.  Joseph  Bertraud  a  résolues  dans 
son  Traité  d'Algèbre  (2e  édit.,  p.  3p4).  Nous  y  ren- 
voyons le  lecteur. 

Les  quatre  racines  positives  inférieures  à   36"o  degrés 

sont 

u 
c,  =    1 4 ■  35 .   5, 

xt  =   3a .   :>. .  28, 

x3  —  137.27.S9, 

x,,  =  1  ^3 .   4  • !  3  ; 

par  conséquent  toutes  les  racines  réelles  de  1  équation  sont 
données  par  les  formules 

o  o         ,  ,r 

.r  =  36o  x  n  -f-  1 4  •  35 .  5 , 
x  =  36o  X  n  -f-  32.  2.28, 
x  =  36o  X  n  -\-  i37  .27  .3g, 
x  —  36o  X  n  -+-  1 93 .    4  •  '  3 , 

dans  lesquelles  n  représente  un  nombre  entier  quelcon- 
que positif  ou  négatif. 

Note.   Dans  les  équations  données  par  Gauss  on  n'a 

Gsin3«  *_    . 

pas  k  = : — >  mais  li  =^  -     .     -  (  voir  p.  1  bn  du  Iheo- 

n'a).  M.  le  professeur  Dieu  a  traduil  cei  ouvrage,  mais 
ne  trouve  pas  d'éditeur.  Tm. 


a  g'.) 


GRAND  CONCOURS  DE  185!) 

(voir  t.  XVtl,  p.  188). 


MATHÉMÀTIQLES    SPÉCIALES. 

Première  question. 

On  donne  les  trois  axes  2a,  ib ,  ac  d'un  ellipsoïde,  et 
Ton  demande  de  calculer  Taire  de  la  section  faite  dans  ce 
corps  par  un  plan  mené  par  le  centre  perpendiculaire- 
ment à  la  droite  qui  fait  avec  les  trois  axes  les  angles  a,  (3,  -, . 

On  propose  en  outre  de  trouver  l'équation  de  la  sur- 
face conique  formée  par  les  perpendiculaires  élevées  par 
le  centre  à  tous  les  plans  qui ,  passant  par  ce  point ,  déter- 
minent des  sections  ayant  une  même  aire  donnée. 

Vote.   Cette  question  a  été  retirée,  parce  que  plusieurs 
élèves  ont  déclaré  l'avoir  faite. 
Dès  lors,  on  a  donné  la  suivante  : 

Deuxième  question. 

Par  un  point  donné  sur  l'axe  d'une  paraboloïde  de  ré- 
volution on  mène  une  sécante,  et  par  les  points  où  cette 
sécante  coupe  la  surface ,  on  mène  des  normales  à  la  sec- 
tion méridienne  qui  les  contient;  ces  normales  se  ren- 
contrent en  un  point  donné,  dont  on  demande  le  lieu. 

On  examinera  si  tous  les  points  de  la  surface  obtenue 
font  réellement  partie  du  lieu. 

Note.   En  i858,  on  a  proposé  cette  question  : 
Par  un  point  fixe  donné  dans  le  plan  d'une  conique 
passe  une  sécante  mobile  5  trouver  le  lieu  géométrique  du 
point  d'intersection  des  deux   normales  menées  à  la  eo- 
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nique  aux  deux  poiuts  où  la  sécante  coupe  la  conique. 
Quoi  est  le  Lieu  lorsque  le  point  fixe  est  un  foyer?  (Nou- 
velles Annales,  t.  XMI ,  p.  262.) 

En  février  i85o,,  Alfred  Terquem,  élève  du  lycée  Saint- 
Louis,  a  résolu  complètement  cette  question  (t.  XMII . 
p.  77),  et  a  même  eu  égard  au  cas  particulier  où  le  point 
fixe  est  sur  Taxe  (voir  p.  81.  dernière  ligne). 

LOGIQUE     SCIENTIFIQUE     (  *  )  . 

Phy nique. 

i°.   Décomposition  et  recomposition  de  la  lumière. 

2°.  Enoncer  les  lois  expérimentales  du  frottement  au 
départ  et  pendant  le  mouvement. 

3°.  Expliquer  pourquoi ,  lorsqu  un  bouchon  est  forte- 
ment enfoncé  dans  le  goulot  dune  bouteille,  et  qu'on  ne 
peut  pas  le  retirer  en  exerçant  sur  lui  une  traction  di- 
recte, on  parvient  à  le  retirer  facilement  en  imprimant 
aux  différents  points  du  bouchon  un  mouvement  héli- 
coïdal dans  le  goulot  de  la  bouteille. 

Mathématiques . 

Première  question.  Par  le  point  de  contact  A  île  deux 
circonférences  données,  on  mène  deux  cordes  AI».  Al)  qui 
soient  dans  un  rapport  donné;  et  des  centres  ().  (..  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  cordes.  On  demande 
le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  M  de  ces  deux 
perpendiculaires. 

Deuxième  question.  Sur  un  cercle  donné  O  on  prend 
à  volonté  un  aie  ÀNB,  et  sur  la  corde  AB  de  cet  arc  on 
<!('•(  1  ii  une  demi-circonférence  A  Ml»,  puis  on  fait  tournci 


/  juillet 
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la  figure  autour  du  diamètre  perpendiculaire  à  A13.  On  de- 
mande quelle  doit  être  cette  corde  pour  que  la  somme  des 
surfaces  décrites  par  les  ares  AMB,  AiNB,  soit  maximum. 


ECOLE  NAVALE 


Tracé  graphique. 

Etant  donnée  la  projection  horizontale  d  une  pyramide 
quadrangulaire  dont  la  base  est  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre,  ainsi  que  la  projection  hori- 
zontale du  sommet  de  cette  pyramide  .  on  propose  de 
trouver  la  projection  verticale  de  cette  pyramide. 

Note.  Il  y  a  probablement  des  fautes  typographiques; 
d'abord  le  plan  parallèle  n'est  pas  déterminé,  et  l'on 
donne  aussi  probablement  la  projection  verticale  du 
sommet. 

Triangle. 

Calculer  les  trois  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont 
les  trois  côtés  sont 

«  =  416,28;     b  =  348,i8;     c=  708,64. 


>y6 


ECOLE  POLYTECHNIQUE.  CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1859 

(voir  1.  XVII,  p.  S49    . 


Composition  mathématique. 

La  corde  AB  du  cercle  O  partage  la  surface  de  ce  cercle 
en  deux  segments  tels ,  que  le  plus  grand  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  plus  petit  et  le  cercle  entier. 

On  demande  de  calculer,  à  un  dixième  de  seconde  près , 
le  plus  petit  des  deux  arcs  sous-tendus  par  la  corde  AB. 

Calcul  trigonomèt rique . 

On  donne  ,  dans  un  triangle  sphérique  .  les  côtés  a  ,  l>, 
avec  l'angle  compris  C,  savoir  : 

a  =  1  36°  29'  37",  96  ; 
/>  =    91 .55.48  ,27  ; 

C  =      8.   3.  6  ,28. 

Et  on  demande  de  calculer  l'angle  A  avec  la  précision 
que  comportent  les  tables  à  y  décimales. 

Épure  de  géométrie  descriptive. 

Un  plan  est  donné  par  ses  traces 5  dans  ce  plan,  un 
cercle  est  donné  par  son  rayon  et  la  projection  horizon- 
tale de  son  centre;  le  cercle  est  pris  pour  base  d'un  cy- 
lindre droit.  On  propose  de  mener,  par  un  point  donne, 
un  plan  tangent  à  ce  cylindre. 

Pour  plus  d'uniformité ,  on  prendra  les  données  comme 
il  suit  : 

1  1  ligne  de  terre  jri  pai  lagera  la  longueur  du  papier  en 
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ueux  parlies  à  peu  près  égales.  A  partir  du  milieu  Ode 
eette  ligne,  ou  prendra  vers  la  droite  une  distance  Oa 
égale  à  4°  millimètres 5  par  le  point  a,  vers  la  gauche  de 
l'épure,  on  mènera  ,  au-dessous  de  xy,  une  droite  inclinée 
de  45  degrés  sur  xy,  et,  au-dessus,  une  droite  inclinée 
de  60  degrés.  La  première  de  ces  deux  droites  sera  la  trace 
horizontale  du  plan  donné,  la  seconde  en  sera  la  trace 
verticale. 

A  partir  du  même  point  O ,  prenez  sur  xy,  vers  la 
gauche,  la  longueur  O  b  de  55  millimètres ,  et  élevez  au- 
dessous  de  xy  la  perpendiculaire  Om  égale  à  3o  millimè- 
tres. Le  point  m  sera  la  projection  horizontale  du  centre 
du  cercle.  On  donnera  à  ce  cercle  un  rayon  de  22  milli- 
mètres. 

Sur  la  ligne  de  terre  ,  vers  la  droite ,  prenez  O  c  égale  à 
90  millimètres,  élevez  par  le  point  c  une  perpendicu- 
laire à  xy  :  prenez  sur  cette  perpendiculaire  une  dis- 
tance cp  égale  à  1 10  millimètres  au-dessous,  et  une  dis- 
tance cp'  égale  à  90  millimètres  au-dessus;  les  points  p 
et  p'  seront  les  projections  du  point  donné,  par  lequel  il 
faut  mener  le  plan  tangent  au  cylindre. 

Lavis  à  l'encre  de  Chine. 

Faire  le  lavis,  à  l'encre  de  Chine,  d'une  surface  cy- 
lindrique de  10  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimè- 
tres de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  détacher  sur  un 
fond  d'une  teinte  plate  grise  5  il  reposera  sur  un  socle  dont 
la  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  plate  d'une 
très-faible  intensité. 

Le  modèle  de  cette  surface  cylindrique  pourra  être  faii 
à  teintes  fondues  ou  adoucies,  ou  bien  à  teintes  plates 
superposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projec- 
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lions  horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  4^>  de- 
grés sur  la  ligne  de   terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin 
aura  i\  centimètres  de  haut  sur  18  centimètres  de  large. 

COMPOSITION     FRANÇAISE. 

L  Art  de  la  Guerre. 

Malgré  les  réclamations,  d'ailleurs  fort  louables,  delà 
philanthropie ,  l'art  de  la  guerre  fait  tous  les  jours  de  nou- 
veaux progrès  :  les  machines  de  destruction,  les  moyens 
d'attaque  et  de  défeuse,  la  tactique,  se  perfectionnent  en 
même  temps  que  la  civilisation  elle-même.  Les  sciences 
militaires  sont  aussi  avancées  que  la  plupart  des  autres 
sciences,  et  sont  cultivées  avec  un  soin  tout  particulier 
par  les  nations  les  plus  éclairées. 

Il  en  a  été  de  même  à  toutes  les  époques.  Les  peuples 
les  plus  illustres  et  les  plus  puissants  de  l'antiquité  ont 
été  les  plus  savants  dans  l'art  de  la  guerre  :  les  Grecs,  les 
Romains.  Les  grands  hommes  ,  dont  le  nom  est  le  plus 
célèbre ,  sont  les  guerriers  et  les  conquérants ,  Alexandre, 
César,  elc. 

Sans  doute  il  faut  souhaiter  qu'un  temps  vienne  où. 
toute  rivalité  hostile  cessant  entre  les  peuples,  la  guerre 
soit  désormais  inutile:  mais,  jusqu'à  ce  moment,  il  faut 
cultiver  l'art  de  la  guerre,  sous  peine  d'être  anéanti  à  la 
première  collision  par  les  nations  voisines. 

Note.  Le  tribunal  potentiel  de  l'abbé  de  Saint-Pierre, 
très-praticable,  rendrait  les  guerres  européennes  impos- 
sibles. Les  congrès  préludenl  à  ce  tribunal.  Tm. 
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DISCRIMINANTS 

(voir  p.  849 


9.   Soit 

Egalons  à  zéro  les  deux  dérivées  par  rapport  a  .*  el  pai 

rapport  à  y,  on  a 

ax  -+-  by  =  o, 

by  4-  ex  =  o  ; 

éliminant  les  variables,  on  trouve 

ac  —  b'1  =  o. 

Cette  quantité  ac  —  b1  est  dite  le  discriminant  de  la  fonc- 
tion U;  on  voit  que  le  discriminant  est  aussi  un  in\  arianl 

deTJ  (p.  254). 

C'est  celui  qui  donne  Vespèce  dans  les  coniques. 

2°.  U  =  (a,  &,  c,  rf,  e,/)  (x,  j,  s)2; 

les  trois  dérivées  sont 

<v.r  4-/^'  -f-  cz  =  o  , 
fx  -\-  b  y  -+-  dz  —  o  , 

r.r  -f-  c/v  ■+■  £ Z  =  O  ', 

éliminant,  on  trouve 

abc  -+-  2  <7r/" —  ^rr/2 —  bc1 —  cf2  =  o  ; 

c'est  le  discriminant  de  la  fonction  L,  c  est  aussi  l'inva- 
riant (p.  254)',  Par  c^'s  relations  d'identité  ce  discrimi- 
nant et  ses  dérivées  donnent  la  discussion  complète  el  les 
propriétés  fondamentales  des  coniques,  et  cela  existe  aussi 
pour  des  lignes  de  degré  supérieur  (n°  7). 

3".  I    ={a,b,ctd){xfy)>] 


(  3oo  ) 

les  dérivées  sont 

a.t--\-  i  bxy  -f-  cy"1  =  o , 
b.r*-\-  2  cxy  -+-  dy"1  =  o  ; 

1  élimination  donne 

[ad  —  bc)2—^(b2—ac)(ci—  bd)  =  o; 

c'est  le  discriminant  de  la  fonction  U,  et  c'est  aussi  un 
invariant. 

Nous  allons  démontrer  que  tout  discriminant  est  un 
invariant:  par  conséquent ,  la  recherche  des  invariants 
se  ramène  à  cette  élimination;  mais  celte  démonstration 
exige  quelques  préparations. 

Relations  entre  les  coefficients  d'une  équation  homogène 
et  ses  racines. 
10. 

U  =  (n„,  «,,  rt2,  .  .  .,  a„)  {x,  y)"  =  o. 
Soient 

JC  |  3C'>  -l    f, 

—  3    —  >   ■    •  •  »    —  1 

.)  i      Xi  Xn 

les  //  racines  de  cette  équation  -,  le  produit  des  n  facteurs  est 

I  x        x,  \    (  .r        .r .  I  x        X,,\ 

ou  bien,  en  ôtant  les  diviseurs, 

( y ,  x  —  x,  y  )  ( y ,  x  —  .r2  y  ) .  .  .  (  yn  x  —  x„y). 
Comparant  cette  équation  à  l,  on  trouve 
«»=  J>  X*X*   /«i 

//,  =—  V  y{  ,ri.r..  .  .*„, 


/v„  =  ( —  i  )"  xt  Xi  x-. .  .  ..'„. 


1 1 .  Problème.  Exprimer  le  discriminant  rf'imquantic 

en  fonction  des  racine*  de  ce  quantic. 


(  3oi  ) 
Solution. 

U  z={xyi—  yxt)  [xy3—  yx2).  .  .  [xytt—  y  xn)  =  or 
— -  =  yt  (xyt—yx,) (■''/»-  fxtt) 

-+-  r«(*ri— y**)  [*r*—T**)-  ■  \xy,—yxn)  -+-... j 

la  propriété  des  équations  homogènes  donne 

rfU  d\J 

*V  =  XdX-+r-dy-i 

par  conséquent,  les  racines  communes  a  U  et  a  ——  annu- 
lent aussi  —r-  •  Ces  racines  communes  sont  donc  celles  du 
dy 

x,  .  d\] 

discriminant:  or  la  racine  —  de  U  ,  substituée  dans  — — ? 

J,  d.r 

donne  pour  résultat 

j,  {xiy*—yi  *i)  [xt  73—  y,  *»)...; 

la  racine  —  de  U  donne,  par  une  semblable  substitution, 

y-i 

yi{xxyx—y%xK)  [x2y3—  x3y%)..  .  .. 

Le  produit  suivant  donne  toutes  les  racines  communes  à  U 

,   d\] 
et  a  -—  , 
ax 

r«jr»'     ■/«(-*'  .r*~  y,**)2  (J?i.r,—  ,>,.r:i)2.  ■  .{x,y,—  xdy? )-'..., 
et  divisant  par  yx  y2 .  .  .  rn. 
On  a  pour  discriminant 

(xsy-i—  y\ x3y(xl  jj—  j, x3y. . .  =  o-y 

c'est  le  discriminant  de  U. 

Si  nous  faisons  partout  les  y  égaux  à  l'unité,  on  voîl 
que  le  discriminant  est  le  dernier  terme  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines  de 

U  =  (<*„,  a,,  or,,. .  .,  «„)(•*,  i)"t 
théorème  connu 


(  3o2  ) 

12.  Théorème.  Pour  tout  quautic  binaire  le  discrimi- 
nant est.  un  invariant . 

Démonstration.   Même  notation  que  ci-dessus  (n°  11). 

U  élant  transformé  en  Ut  par  le  remplacement  de 
a,  x  -+-  (3,  y  pour  x  et  a2j?-f-(32y  pour  y.  le  facteur 
xji  —  yz'i   devient 

xYt  —  yX,     ou     7,(a,.r,  +  p,  j,)  —  .ï,(«2^+  p2rO  ; 

ainsi 

X,  =  —  (p,  jTi  —  p2#i),      Y,=  a,  j,  — a2jf,; 

de  même , 

X2  =  —  (p,  J,—  p2.r„),      Y2  =  a,  j2  —  a,  .r2; 

doïïc 

(x,  y,— y,  x2)2  =  (a,  p2-  a,  p,)> (*•  r»— Ji  *«)*■ 

Le  discriminant  de  la  transformée  XJ{  est  donc  égal  à  la 
fonction  U  multipliée  par  une  puissance  du  module:  ce 
discriminant  est  donc  une  fonction  de  coefficient  de  l  , 
égale  à  une  fonction  semblable  de  coefficient  de  U  multi- 
pliée par  une  puissance  du  module.  Ce  discriminant  est 
donc  un  invariant  de  U. 

13.  Théorème.  Le  discriminant  d'un  quantic  renfer- 
mant, un  nombre  quelconque  de  variables  est  un  inva- 
riant. 

Démonstration.   Soit 

U  =  a 

un  quantic  à  n  variables  et  avec  des  coefficients  repré- 
sentés par  des  a  avec  divers  indices.  Soit 

A  =  o 

le  discriminant  de  U,  obtenu  comme  il  a  été  dit  ci-dessus . 

par  élimination  ,  et  qui  sera  une  fonction  entière  des  u 

Soit 

U,  =  o 


(  3o3  ) 
la  fonction  U,  linéairement  transformée:    le^  a  seront 

remplacés  par  des  A,  et  soit  At  =  s  le  discriminant  de 
U,  ;  on  déduit  A,  de  A  en  remplaçant  dans  A  les  a  par 
des  A. 

Supposons  que  L  renferme  un  facteur  multiple,  ce  fac- 
teur existera  dans  toutes  les  dérivées  de  U  par  rapport 
aux  variables,  et,  par  conséquent,  en  ce  cas  le  discrimi- 
nant A  s'évanouira  identiquement;  mais  dans  la  même 
hypothèse  Ui  contiendra  aussi  un  facteur  multiple,  et, 
par  conséquent,  Ai  doit  aussi  s'évanouir  identiquement  : 
il  faut  donc  que  A  et  A,  puissent  s'évanouir  simultané- 
ment; l'un  doit  être  un  facteur  de  l'autre,  et,  par  con- 
séquent, A  est  un  invariant. 

14.   Soit  le  q nantie 

(«0,  a,,  a,,  a,,  a,)  (x ,  y)-  =  o, 

avant  pour  racines  —,—,—,  —  correspondant  aux   i  a- 

Jl       J2       J3       Xi 

cines  ordinaires  a ,  |S  ,  y,  à. 

Si  l'on  a  une  fonction  symétrique  de  ces  racines  a. ,  (3  , 
y,  <?,  telles,  que  chaque  terme  renferme  les  quantités  a. , 
|3,  y,  J  un  même  nombre  de  fois,  la  somme  de  celte  fonction 
exprimée  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  est  un 
invariant  :  car  chaque  terme  est  un  produit  de  facteurs  de  la 
forme  x,  y9 — yx  xiy  le  tout  divisé  par  le  produit  yxy%  Js  r4, 
c'est-à-dire  par  a0;  par  conséquent,  d'après  le  théorème 
dun°  42,  c'est  un  invariant.  Cela  n'aurait  pas  lieu  si  les 
racines  ne  se  trouvaient  pas  dans  chaque  terme.  Exemple  : 

soit  la  fonction  symétrique  >  (a  —  (5)2  (y  —  o)2;  rem- 
plaçant par  les  formes  en  x  etj,  on  aura 


4-(-^j:i— y** ■■)-{■>:<  y.--  r«*0'  _ 


=24  "$a\ — \ata  -hajr. 


(  3o4  ) 

ce  qui  clount'  un  invariant;  mais 

2  (a  -  (3)2=  («  —  {*)>+(>-  7  r+  («  -  ')'+  (P-V)J 

+  (P-»),+  (7-»),i 
remplaçant,  on  trouve 

— Oî  rî  (*ir«—  r.^)2+  r3  rî  (*■  73—7,  *s)»+ . . .]; 

ce  qui  ne  donne  plus  un  invariant  pour  le  sextic 

(a„,  a,,  fl„,  a  ,  a,,  ff5,  as)  {x,y)e, 
la  fonction  symétrique 

11  est  plus  un  invariant,  mais  bien 

2(«-p)-(7-»)'(«-^ 
On  peut  donc  trouver  une  infinité  d'invariants  ;  la  fonction 

2(a-py(«-7)2(«-<î)2 

n'est  pas  un  invariant,  car  a  s'y  trouve  trois  fois  et  (3  deux 
fois  seulement. 

15.  11  v  a  donc  une  infinité  d'invariants.  Tout  discri- 
minant est  un  invariant .  mais  tout  invariant  n'est  pas  un 
discriminant;  nous  verrons  qu  il  y  a  encore  d'autres  mé- 
thodes, ci  bien  moins  pénibles,  de  trouver  des  invariants. 

L'excellent  et  indispensable  travail  de  M.  Painvin  sut 
les  surfaces  quadratiques  montre  que  la  discussion  com- 
plète et  les  principales  propriétés  de  ces  surfaces  décou- 
lent du  discriminant  de  la  fonction  quaternaire  quadra- 
tique et  de  ses  diverses  dérivées;  ce  qui  a  probablement 
lieu  pour  les  surfaces  d  ordre  supérieur. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE) 


1.  Déterminer  le   lieu  géométrique  des  milieux  des 
cordes  d'une  surface  du  second  degré 

(i)  f{x,y,z)  =  o, 

qui  passent  par  un  point  donné  (x1,  y7,  z'). 

L'une  quelconque  de  ces  cordes  a  pour  équations 

x  —  x' 

(2) 


(3; 


z  —  z' 

y  — y 


L'équation  du  plan  diamétral  qui  la  divise  en  deux  par- 
ties égales  est 

Donc,  si  l'on  élimine  m  et  n  entre  (2),  (3)  et  (4),  on  aura 
l'équation  du  lieu  géométrique  cherché.  L'élimination 
donne  immédiatement 

(5)      {.r.-X')f>^+[x-y)f'{r)+(z-z>)f>iz   =0. 

On  voit  que  ce  lieu  est  une  surface  semblable  à  la  sur- 
face considérée  (i),/(.r,  y,  z)  =  o,  semblablement  pla- 
cée, et  qui  passe  par  le  point  donné  (x\j',  z'). 

Les  points  communs  aux  surfaces  (1)  et  (5)  appartien- 
nent au  plan  représenté  par  l'équation 

(6)(x-x')/('i)  +  (/-r')/('/(4-(Z-z')/(';)~2/(>r,j,,)  =  o, 

qui  est,  comme  on  sait,  du  premier  degré. 
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(  3o6  ) 
2.  Par  un  point  (x',y' ,  z')  de  Vhjperboloïde 

3C~  Y*  Z" 

on  mène  deux  génératrices  rectdignes  de  la  surface , 
trouver  l'équation  du  plan  de  ces  deux  droites. 
En  posant 

(a)      *  +  -=M,    -  .--  =  *,    H-?  =  M',    .  — V  =TN' 
x    '       a         c  a         c  b 


et 


b 


x'       z'  x'       -J  y'  ,  y' 


h 


(3) [--  =  '", =  ">     i-h"—=m',    1 

a         c  ne  o  i, 

l'équation  (i)  de  l'hyperboloïde  devient 

(4)  MN  =  M'N', 
et  l'on  a 

(5)  mn  =  m'  //', 

puisque  le  point  {x\ y\  s')  est  à  la  surface. 

Les  équations  de  l'une  des  deux  génératrices  menées  par 

ce  point  sont 

(6)  M«=M'«/, 

(7)  Nm  ==  iN'/w'.. 

L'autre  génératrice  a  pour  équations 

(8)  M//  =  N'/w', 

(9)  \m  =  W  n'. 

En  additionnant  (6)  <■!  (7).  ou  (8)  et  (<)).  il  vient 
10  M  11    ;     N  //'   —  M'  "'    h  N'/n'  : 


3o7) 
cette  dernière  équation  représente  évidemment  le  plan 


des  deux  génératrices. 


Si  l'on   remplace  dans  (10),  M,  N,  M',  N'  par  leurs 
expressions  (2),  on  a  d'abord 

(f+?)"+(^-?)'"=(,+ï)"'+(|-^)"''> 

ou 

-(«+/«)  -+-  yim' —  ri)  -(-  -  [n  —  m)  =  ri  -\-  m'. 
a  0  c 

Mais,  d'après  les  relations  (3),  on  a 

(n-\-m)  = ,      (m—  «  )  =  — —  ,      {n  —  rn)= , 

a  0  '  c 

n'~\-m'  =  2  ; 

donc 

xa/        y  y'        zz' 
a-  b-  c2 

est  l'équation  demandée. 

Remarque.   On  résoudra  la  même  question  pour  le  pa* 

x~        y2 
raboloïde  —  —  Ti—  2Z  >  en  remarquant  que ,  dans  ce  cas, 

M  =--!-•£,      N=-  —  {,      M'=2Z,     N'=i, 
a         b  a         b 

x'       y'  x'       y' 

m  = H-r^      *  —  T T'       m  =22,       «'=  1; 

a         b  b        b 

» 

i  équation  (10)  devient  alors 

ou 

-  («+■/«)  +-(«  —  «)  =  2  (2  +  2'). 

20. 


(  3o8 
Mais 

(n  +  m)  =  4-  -  (n  —  m) 

on  a  donc 

pour  l'équation  du  plan  des  deux  génératrices  reclilignes 
du  paraboloïde.  G. 


NOTE  SUR  LA  THEORIE  DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES  ; 

Par  M.   A.  MANINHEIM. 


Etant  donnés  une  conique  M ,  un  point  d  et  sa  po- 
laire F  par  rapport  à  M  j  trouver  un  cercle  directeur  de 
centre  o  tel ,  que  la  polaire  réciproque  de  M  ait  pour 
foyer  le  pôle  de  F  par  rapport  à  o .  et  par  suite  pour 
directrice  la  polaire  de  d  par  rapport  à  la  même  courbe. 

Prenons  sur  F  des  points  conjugués  a  et  b,  a'  et  b',  etc.  ; 
on  sait  que  ces  points  sont  en  involution. 

Par  suite,  si  sur  ab  ,  a'b',  etc.,  comme  diamètre  on 
décrit  des  circonférences,  celles-ci  se  coupent  en  deux 
points  fixes;  ces  deux  points  sont  les  centres  des  cercles 
directeurs  demandes. 

Désignons  par  o  l'un  de  ces  centres  et  par  /  le  point  où 
la  ligne  od coupe  F.  Joignons  le  point  /  au  point  /  où  ad 
coupe  M;  soit  g  le  point  où  la  ligne  //  coupe  oa\  ou  a 
toujours,  quel  que  soit  le  point  a  et  par  suite  le  point  / 

sin  .  aol 

=  const. , 


=1  const. 

oa 


(  3o9  ) 
1)  après  cette  dernière  équation,  Je  point  g  décrit  une 
conique  qui  a  pour  foyer  le  point  o,  pour  directrice  la 
droite  F,  et  que  nous  désignerons  par  N.  La  tangente  en  g 
à  cette  conique  passe  par  b;  on  voit  donc  que  le  point  / 
est  un  centre  d'homologie  de  N  et  de  M ,  et  que  F  est  l'axe 
d'homologie. 

Nous  sommes  arrivés  à  la  conique  N  en  partant  de  M} 
on  peut  faire  l'inverse  en  se  donnant  la  conique  N,  son 
foyer  o ,  sa  directrice  F  et  un  point  quelconque  d. 

Pour  vérifier  les  résultats  que  nous  avons  énoncés 
dans  cette  Note,  il  suffît  de  les  transformer  au  moyen  de 
la  théorie  des  polaires ,  en  prenant  pour  courbe  directrice 
un  cercle  décrit  du  point  o  comme  centre. 

On  retrouvera  ainsi  les  théorèmes  connus,  que  nous 
avons  primitivement  choisis,  et  d'où  nous  sommes  partis 
pour  arriver  à  la  solution  précédente. 

Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  pour  ob- 
tenir des  propriétés  de  la  droite  F,  il  suffit  de  transformel 
des  propriétés  du  foyer  d'une  conique. 

Ainsi,  par  exemple  :  Deux  tangentes  fixes  d'une  co- 
nique interceptent,  sur  une  tangente  mobile,  un  seg- 
ment oui  est  toujours  vu  du  foyer  sous  un  angle  constant  j 
on  en  déduit  que,  si  Von  joint  deux  points  fixes  de  M  à 
un  point  quelconque  de  cette  courbe ,  on  obtient  deux 
droites  qui  interceptent  sur  F  un  segment  qui  est  tou- 
jours vu  du  point  o  sous  un  angle  constant. 
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SIR  LES  LIMITES  DES  RACINES  ^ 

Par  M.   TOUSSAINT, 

Professeur  au  lycée  de  Caen. 


Dans  le  numéro  du  mois  de  juin  des  Annales ,  on  lit 
une  Note  relative  à  la  limite  supérieure  des  racines  néga- 
tives, déduite  de  la  formule  aux  différences  de  Newton; 
voici  quelques  observations  qui  me  paraissent  propres  à 
compléter  cette  théorie. 

Prenons  un  exemple  particulier:  soi  ta  traiter  l'équation 

ix3  —  3  x-  -+-  4  x  —  5  =  o. 


X 

a 

A 

A: 

A3 

—    I 

-4 

■+■  9 

-  6 

+  12 

0 

-  5 

■+■  3 

+  6 

H-    l 

—  2 

+  9 

+  1 

4-  2 

Je  vais  démontrer  que  lorsqu'on  est  arrivé  à  un  nombre 
x0  tel ,  que  u  et  toutes  les  différences  écrites  sur  une  même 
ligne  horizontale  soient  alternativement  positives  et  né- 
gatives ,  ce  nombre  sera  une  limite  inférieure  des  racines 
de  l'équation.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  pour 
toute  valeur  de  x  moindre  que  x0 ,  telle  que  x0 — > ,  le 
premier  membre  ne  peut  plus  changer  de  signe. 

Pour  cela,  je  reprends  la  fonction 


ux  =  u„  -f- 


A«„ 


.1;,  /  .»'  —  x„ 


1 . 2 


posons  l'accroissement  j  --.t„).  <'i  au  lieu  de//,  écrivons 


I  3n   ) 
f(x)o\i,  coinnu'.r  =  o-0  +  7, /(xo-i-j),  il  vient 

/(.„+/)=/(.,„)+^/u.)+i(i-')^+---- 

Changeons  j  en  — y,  il  vient 

r         ,     y  l'y      \  *?/{■*) 

Les  coefficients  des  termes  de  ce  polynôme  sont  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs,  mais  comme  les  quantités 
f{Xo),  A/(.ro),  &~f{xo)->  •  •  •  sont  aussi  alternativement 
positives  et  négatives ,  il  en  résulte  que  tous  les  termes  de 
ce  développement  auront  le  même  signe  ;  donc  f{oc0 — y) 
ne  peut  plus  devenir  nul.  Donc.  .  .  . 

Le  Programme  de  Mathématiques  spéciales  énonce  le 
théorème  suivant  : 

Siladijférenceh.  et.  les  quantités  u0 ,  Au0 ,  A2Uo..-A'"u0 
sont  positives,  x0-t-  (m —  i)h  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  V équation  f  (x)  =  o. 

Ce  théorème  donne  une  limite  supérieure  trop  éloi- 
gnée ;  il  est  facile  d'en  établir  une  qui  est  généralement 
beaucoup  plus  rapprochée.  Voici  comment  : 

Si  l'on  arrive  à  un  nombre  x{)  tel ,  que  la  valeur  de  u  ,  la 
valeur  de  A  précédente  d'un  rang  ,  celle  de  A2  en  remon- 
tai! tencored'un  rang,  et  ainside  suite,  soient  toutesde  même 
signe,  ce  nombre  sera  une  limite  supérieure  de  l'équation. 

Pour  le  démontrer,  je  représente  par  A' les  différences 
correspondantes  non  plus  à  un  accroissement  h,  mais  à  un 
accroissement  — h:  de  sorte  que 

/(*.—  *)■—/(*.)=  a'/(*,); 

dans/(x0 -h y)  je  change  h  en  —  h ,  et  je  remplace  alors 
les  A  par  des  A'  ;  il  vient 

r  y  (y      \  *"/(*•) 
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les  coefficients  sont  alternativement  positifs  et  négatifs. 
Exprimons  maintenant  les  A'  en  fonction  de  A;  or  on  a 

A'/(ar.)  =  -  [(/*,)  _-/(*._*)]  =—  A/(*0)  -  h. 

Ceci  nous  montre  que,  pour  avoir  la  différence  en  A' 
dune  fonction,  il  faut  prendre  la  différence  en  A  de  cette 
fonction,  y  remplacer  x0  par.ro — h,  et  changer  son  signe. 
Or,  si  l'on  remarque  que , 

*'■/(*•)  ==A'[A'/(*.)], 
que 

AV(*.)  =  A'[A"/(*.  )]..., 

et  qu'on  applique  la  loi  ci-dessus,  ou  aura 

A'/(.r„)=—  \f(x0-h), 

A"/(*i)  =  A'/(*,-aA)., 
A-/(^o)  =  -^/(o:0-3//)...; 

en  substituant  dans  le  développement,  il  vient 

A'/far,—  2  A) 


I  .2 


Les  coefficients  sont  tous  positifs;  or  nous  supposons  que 
/(j0),  Af(x0 —  h),  Arf(x<, — ili)...  sont  tous  aussi 
de  même  signe  :  donc  f{xn-\-y)  ne  peut  pas  être  nul, 
quelque  valeur  qu'on  attribue  à  y.  Donc  x0  est  une  limite 
supérieure  des  racines  de  léquation. 

En  appliquant  ceci  à  l'équation  ci-dessus  ,  nous  aurons 
pour  limite  inférieure  des  racines,  — i,  et  pour  limite  su 
périeurc,  -f-  2  5  le  théorème  du  programme  nous  aurai! 
donné  4  pour  limile  supérieure. 

Je  terminerai  cette  petite  Noie  en  établissant  une  for 
mule  symbolique  très-facile  à  retenii     el  qui   permet  <l<- 
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calculer  les  différences  correspondantes  à  un  intervalle  A' 

de  la  variable  en  fonction  des  différences  correspondantes 
à  un  intervalle  h.  Nous  avons 

Soit  <?,  J%.  .  .  les  différences  correspondantes  à  l'inter- 
valle h'  de  la  variable  ;  on  aura 

sr,      \        «  «./>        ,      -,        A'  *'f'A'  \A*/i>o) 

ou  bien  ,  symboliquement , 

Appliquons  cette  formule  non  plus  à  m0 ,  mais  à  la  fonc- 
tion âu0  ■>  nous  aurons 

r       h-    i      r      *:    t 

et  ainsi  de  suite,  on  a  généralement  la  formule  symbo- 
lique 

Dans  le  cas  ordinaire  —  =  — ■> 
h         10 


et  1  on  a 


Î«„D==  [(,_t_A)10— i  J  //„, 


formule  que  les  élèves  retiennent  facilement.  On  ne 
prend  que  les  termes  du  développement  dans  lesquels 
l'indice  A  ne  dépasse  pas  le  degré  de  l'équation  que  l'on 
traite,  puisque  si  l'équation  est  du  degré  m  ,  1rs  différences 
d'un  ordre  supérieur  à  m  sont  nulles. 
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RECTIFICATION 
IÏIN  THÉORÈME  DE  KM.  STEINER  ET  l>E\MLI 

Par  le  Rév.   G.  SALMON. 


Dans  le  dernier  numéro  des  Nouvelles  A anales,  p.  i  79, 
M .  Dewulf  donne  ce  théorème,  qu'il  attribuée  M.Steiner  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrit  s  à  une 
courbe  de  la  classe  n  est  une  courbe  de  degré  n8. 

Remarquons  cependant  que  dans  le  cas  où  n  =  2.  le 
lieu  n'est  pas  du  degré  [n*  =  )  4° 5  mais  seulement  du 
second  degré.  De  plus  ,  si  la  courbe  donnée  est  une  pa- 
rabole, le  lieu  est  une  ligne  droite. 

C'est  ce  que  M.  Terquem  a  remarqué;  il  dit  dans  une 
note  :  a  Dans  les  coniques  ,  ce  lieu  est  un  cercle  double.  » 

Mais  pourquoi  double?  (  Voir  JNote  finale.  ) 

Pour  moi ,  je  ne  vois  pas  pourquoi. 

Cela  m'a  donné  de  graves  soupçons  que  le  théorème 
énoncé  n'était  pas  exact. 

Voyons  donc  la  démonstration  «  le  JM.  Dewulf.  11  ré- 
duit le  problème  à  l'élimination  de  />, ,  qt  ,  /»  ,  7-  entre 
les  cinq  équations 

(i)  pt   Y    +r/,X=I, 

(2)  p,  Y  +  7   X  —  1 , 

(3)  />,/;.  ■+■  7,  7,  =  o, 

(4)  *(P>  ?.)  =  o, 

(5)  F(p,q,)  =  o. 

Il  dit  que  <   les  équation     ;      i  ^"ni  du  degré  n    les  trois 
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autres  du  premier  degré.  D  après  le  théorème  <l<-  Bezout. 
J  équation  finale  sera  du  degré  nl.  » 

Mais  l'équation  (3  )  n'est  pas  du  premier  degré  ,  elle  est 
du  seeond .  et  il  semble  que  l'équation  finale  doit  être  du 
degré  in- . 

Maintenant,  comme  nous  connaissons  que,  quand  «  =  2, 
le  degré  est  moins  élevé,  tout  ce  que  l'investigation  de 
M.  Dewulf  nous  apprend,  est  que  le  degré  du  lieu  ne 
peut  pas  excéder  iir .  Mais  le  degré  peut  être  moins  élevé, 
parce  que  des  facteurs  étrangers  peuvent  entrer  dans  le 
procédé  d'élimination. 

Faisons  donc  une  nouvelle  investigation  du  degré  de 
ce  lieu.  Pour  connaître  ce  degré,  il  suffit  de  connaître  en 
combien  de  points  il  peut  rencontrer  une  droite  quel- 
conque. Examinons  donc  en  combien  de  points  le  lieu 
peut  rencontrer  la  droite  à  l'infini. 

Le  sommet  d'un  angle  sera  à  l'infini  quand  les  deux 
côtés  sont  parallèles.  La  question  donc  revient  à  celle-ci  : 

Combien  de  fois  pouvons-nous  avoir  deux  parallèles 
tangentes  d'une  courbe  de  la  classe  n  ,  qui  se  couperont 
à  angle  droit  ? 

Mais  comment  est-il  possible  que  deux  droites  paral- 
lèles se  coupent  à  angle  droit? 

Formons  la  condition  que  la  droite 

y  =  mx  H-  C 

soit  perpendiculaire  à  la  droite 

y  =  mx  -f-  C  , 
el  nous  trouvons 

1  -+-  nr  =  o. 

11  faut  donc  que  les  droites  cherchées  passent  par  l'un  ou 
l'autredesdeuxpointsimaginairesàl  infini  >  -    d  x\ — 1. 
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c'est-à-dire  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  points  où  un  cercle 
quelconque  rencontre  la  droite  à  l'infini. 

Je  conclus  donc  que  le  lieu  que  nous  examinons  peut 
rencontrer  la  droite  à  l'infini  seulement  dans  ces  deux 
points  imaginaires 5  mais  je  dis,  de  plus,  que  ces  points 

seront  points  multiples  du  lieu,  de  degré 


1  .2 
Car  puisque  par  chaque  point  on  peut  tirer  n  tangentes, 

i                    •                   »         n-                             j      n[n — 0  t 

chaque  point  peut  être  1  intersection  de  — - couples 

de  tangentes. 

Je  conclus  donc  que  le  degré  du  lieu  est.  non  pas  n~. 
mais  rr  —  n. 

Peut-être  ce  raisonnement  sera  mieux  entendu ,  si  nous 
faisons  la  projection  de  la  question. 

Si  la  droite  à  l'infini  est  projetée  en  une  droite  AB, 
et  les  deux  points  où  un  cercle  rencontre  la  droite  à  1  in- 
fini soient  projetés  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires) 
A,  B ,  alors  les  projections  des  deux  droites  ,  qui  se  cou- 
pent à  angle  droit,  couperont  A,  B  en  deux  points  M, 
T  qui  seront  harmoniques  conjugués  avec  A  ,  B. 

Or,  il  est  évident  que  les  points  M,  T  ne  peuvent  pas 
roincider  à  moins  que  tous  les  deux  coïncident  ou  avec  A 

ni-         •            i          i                i         n  (n  — 0  • 
ou  avec  d.  ht  puisque  de  n  droites,  il  y  a in  ici 

sections ,  le  point  A  peut  être  ,  en  — diiierentes  ma- 
nières, l'intersection  de  deux  tangentes  qui  coupent  \li 
harmoniquement. 

Si  la  droite  AB  touche  la  coui  be  donnée  .  chaque  point 
M  de  cette  droite  est,  en  n  —  i  diverses  manières,  un 
point  du  lieu,  cai  il  esi  l' intersection  de  la  tangente  AB 
qui  ji.i'.si-   pai   T  avc<    chaque  autre  tangente  qui   i 

O.TI      M. 
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Je  crois  dune  que  le  théorème  de  M.  Steiner  doit  être 

énoncé  . 

«  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits,  circonscrits 
à  une  courbe  de  la  classe  n ,  est  une  courbe  de  degré 
n(n  — i). 

Mais  si  la  courbe  donnée  est  une  parabole ,  c'est-à- 
dire  si  la  droite  à  l  infini  touche  cette  courbe ,  alors  le 
degré  du  lieu  sera  (n  —  i)2  $  et  si  la  droite  à  V infini  est 
une  double  tangente ,  ce  degré  sera  (n — i)  (n  —  2). 

Par  exemple,  pour  la  parabole  semi-cubique  (y-=px*), 
le  lieu  est  une  conique. 

Parce  qu'il  y  a  des  gens  qui  ne  croiront  à  rien  qui  ne 
soit  pas  démontré  par  voie  d'analyse,  j  ajoute  une  autre 
investigation  de  ces  théorèmes. 

La  droite  oc x  -+-  (3 y  -f-  y  touchera  une  courbe  de  la 
classe  n  si  les  constantes  «,  (3,  y  satisfont  à  une  équation 
du  degré  n  , 

?(«>  h  v)  =  °; 

el  l'équation  des  n  tangentes  à  celte  courbe,  qu'on  peut 
tirer  par  un  point  x'  y' .  est 

f(y  —  y'->     x'—x,     xy'—  yx')=zo\ 
et  l'équation 

?(/>   —  r  ■>  xy'—  yxJ)  =  o 

représentera  n  droites  par  l'origine  parallèles  à  ces  n  tan- 
meutes.  Cette  équation  est  de  degré  n  aussi  bien  en  x'.  y' 
qu'en  x,  y . 

Maintenant,  nous  désirons  former  la  condition  que  deux 
de  ces  droites  soient  réciproquement  perpendiculaires. 

Pour  cela ,  il  suffit  de  former  la  condition  que  deux  ra- 
cines cette  équation  en  x ,  y  soient  de  la  forme  m  et • 

m 

Je  dis  que  celle  condition  est  du  degré  n  — 1  dans  les 
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coefficients  de  l'équation  :  ainsi  du  degré  n[n  — 1  )  en  x',  >  '. 
Par  exemple,  la  eondition  que  l'équation 

A^'-'-^B./-j-'4-Cj2 

(  qui  est  de  degré  second  en  -  1  peut  avoir  deux  racines 

a,  (3  qui  satisfont  à  la  condition  a|3  =  — i  est  A  -f-  C  =  o 
ou  du  premier  degré  dans  les  coefficients. 
La  condition  que  la  cubique 

Ax3  +  B.x-2  y  +  Czj2  +  Dj3 

peut  avoir  deux  racines  a,  (3  qui  satisfont  à  la  condition 
a/3  = —  i  est  (comme  on  voit  facilement) 

A2+D2+  AC  +  BD  =  o, 

ou  du  second  degré  dans  les  coefficients. 

De  même  pour  une  équation  de  quatrième  degré,  la 
condition  est  du  troisième  dans  les  coefficients. 

Note  du  Rédacteur.  Depuis  longtemps  M.  Dewulf  m'a 
indiqué  les  rectifications  signalées  ici  par  le  célèbre  ana- 
lyste. Mon  intention  était  de  ne  les  publier  qu'avec  un 
Mémoire  intéressant  de  ce  savant  militaire  sur  les  po- 
laires inclinées  ,  ce  qui  aura  lieu  prochainement. 

Lorsqu'on  circonscrit  un  angle  donné  à  une  conique, 
le  lieu  du  sommet  est  du  quatrième  degré;  la  courbe  est 
formée  de  deux  parties,  l'une  relative  à  1  angle  donné  ,  et 
l'autre  à  son  supplément  ;  moins  l'angle  diffère  de  son  sup- 
plément, plus  les  deux  parties  se  rapprochent.  Lorsque 
la  différence  esl  nulle  (angle  droit),  les  deux  parties  se 
confondent  en  un  cercle,  qui  es1  pour  ainsi  dire  double. 
Jl  est  biquadratique ,  mais  carré  d'une  forme  quadra- 
tique. Dans  l'analyse  géométrique,  il  existe  des  lignes 
multiples  aussi  bien  que  «le-,  points  et  des  tangentes  mnl- 
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tiples.  Ce  sont  ces  diverses  multiplicités  qui  amènent  des 
abaissements  réels  quant  aux  formes  géométriques ,  mais 
qui  ne  sont  qu'apparents  sous  le  point  de  vue  analytique. 
Il  reste  donc  encore  quelque  chose  à  éclaircir  dans  cette 
question. 


NOTE  SUR  LES  SECTIONS  TORIQUES  ; 

Par   M.  GARLIN, 

Docteur  es  Sciences. 


M.  A.  Serret  a  le  premier  fait  connaître  la  véritable 
nature  des  sections  toriques  parallèlement  à  l'axe  (Jour- 
nal de  Mathématiques,  t.  VIII,  p.  4fP5  i843).  Je  vais 
parler  ici  dune  propriété  qui  ne  se  trouve  consignée 
nulle  part,  à  ce  que  je  sache.  Elle  consiste  en  ce  qu'en 
coupant  un  tore  déterminé  par  un  plan  parallèle  à  l'axe, 
la  courbe  d'intersection  est  la  même  que  celle  qu'on  ob- 
tient en  cherchant  le  lieu  géométrique  des  sommets  des 
angles  quelconques  circonscrits  à  une  certaine  ellipse, 
dont  il  est  facile  de  déterminer  les  éléments.  Et  récipro- 
quement, la  courbe  du  lieu  des  sommets  des  angles  quel- 
conques circonscrits  à  une  ellipse  déterminée  peut  être 
obtenue  en  coupant  un  tore  dont  on  détermine  les  élé- 
ments par  un  plan  dont  on  assigne  la  position. 

Pour  le  faire  voir,  rappelons-nous  que  l'équation  du 
tore  est  l'équation  du  quatrième  degré 


[y/jt-hr  —  df  -+-*-  =  R'J, 

R  étant  le  rayon  de  la  surface  génératrice,  d  la  distance 
de  son  centre  à  l'axe  de  révolution,  et  l'origine  des  coor- 
données le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  cen- 
tre sur  l'axe. 
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Soit 

y  =  p 

l'équation  du  plan  sécant;  la  courbe  d'intersection  qui  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  XZ  a  pour  équa- 
tion rationnelle  dans  ce  plan 

V1  -+-  z-)2  4-  2  (/r  —  cP  —  R2)  .r2  -+-  2  (p7  +  ci7  —  R2)  z' 


—  4^J  +  (^H-p2—  R2)5=o 

Or  la  courbe  relative  aux  sommets  des  angles  a  circon- 
scrits à  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  b,  a  pour 
équation,  en  posant  tanga  =  k, 

/  ,  2tf2\  /  ,  2*2\ 

(2)i  ,        ™      4«'*' 


*2 

Supposons  d'abord  qu'on  connaisse  a,  b  et  oc  II  s'agit 
d'abord  de  voir  si  par  l'identification  des  équations  (i)  et 
(2)  on  peut  trouver  des  valeurs  réelles  et  finies  pour  les 
éléments  ci ,  Pi  et  p  relatifs  au  tore  et  au  plan  sécant. 

Les  équations  de  1  identification  sont 

ci'  H-  R:  —  p-  —  a7  +  b7  -y-  ^- , 

llr 
R2  —  ci  :  —  jr  =  a>  -+-  b7  -h  —  , 

^  _|_  r/2— R2  )' —  ^d7p7  =  (a7  +  à2)'-^ 


Ketranchant  la  deuxième  de  ces  équations  de  la  pre- 
mière ,  on  trouve 

cr  —  b7 

■'■=---!- 
Ainsi,  en  posant  comme  d'ordinaire 

,r  —  b'  z=z  ,-, 
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la  distance  de  l'axe  do  révolution  au  centre  du  cercle  gé- 
nérateur est  égale  à  ccota. 

La  deuxième  et  la  troisième  équation  donnent 


P~- 


la  position  du  plan  sécant  est  ainsi  déterminée. 

D'ailleurs  la  première  équation  donne  pour  le  rayon 
de  la  circonférence  génératrice,  en  y  substituant  les  va- 
leurs déjà  trouvées, 


R  = 


Réciproquement,  le  tore  étant  défini  d'avance,  ainsi 
que  la  position  du  plan  sécant,  les  trois  équations  de  l'i- 
dentification servent  à  déterminer  les  dimensions  de  l'el- 
lipse et  l'angle  y.. 

En  particulier,  si  l'angle  est  droit ,  le  tore  est  rem- 
placé par  la  sphère ,  car  d  =  o ,  et  les  valeurs 

p—-i     R  =  -, 
c  c 

font  connaître  le  ravon  de  cette  sphère  et  la  position  du 
petit  centre  égal  à  celui  du  lieu  géométrique. 

L'équation  (2)  du  quatrième  degré  à  puissances  paires 
n'estpas  décomposable  en  général  en  facteurs  du  deuxième 
degré.  On  s'en  assure  en  identifiant  le  premier  membre 
au  produit  de  deux  polynômes  du  deuxième  degré  en  x 
et  y,  et  l'on  voit  que  l'on  n'a  de  coefficients  réels  pour  ces 
polynômes  que  quand  a  =  &,  c'est-à-dire  quand  l'ellipse 
devient  un  cercle.  Alors  on  trouve  deux  circonférences 
pour  le  lieu  :  l'une  se  rapporte  à  l'angle  donné  et  l'autre 
à  l'angle  supplémentaire.  C'est  effectivement  ce  qu'on 
trouve  quand  on  traite  directement  la  question  pour  le 
Ann.  de  Matl.cmat.,  t.  XVIII.  (Septembre  1  !>."><).)  21 
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cercle.  On  peut  encore  démontrer  1  impossibilité  de  la 
décomposition  en  facteurs,  en  résolvant  l'équation  par 
rapport  à  z ,  et  cherchant  alors  la  condition  pour  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  soit  un  carré  parfait. 

Note.  Pour  lhyperbolc  équilatère,  le  lieu  des  sommets 
des  angles  égaux  circonscrits  est  une  cassinoïde  (*). 


MEMOIRE  SUR  LES  POLAIRES  INCLINÉES; 

Par  M.   DEWULF. 


I.  Désignons,  avec  M.  Sleiner,  une  courbe  plane  donnée 
par  une  équation  de  degré  n  entre  x  et  y  par  C",  et  un 
faisceau  de  courbes  passant  par  n~  points  par  F". 

Si  d'un  point  P  pris  dans  le  plan  dune  courbe  C"  nous 
menons  toutes  les  droites  qui  coupent  la  courbe  sous  un 
angle  donné,  tous  les  points  où  le  faisceau  de  droites 
coupe  la  courbe  sous  l'angle  donné  sont  sur  une  courbe  C" 
que  je  nomme  première  polaire  inclinée  du  point  P  rela- 
tivement à  la  courbe  C".  Si  nous  prenons  la  première  po- 
laire inclinée  du  point  P  relativement  à  Of,  nous  trouve- 
rons une  courbe  C"  que  je  nommerai  deuxième  polaire  in- 
clinée de  P  relativement  à  C".  Et  ainsi  de  suite.  La  /)"'"" 
polaire  inclinée  de  P  relativement  à  C  sera  désigné  par  Ç2. 

II.  Soient 

F(.r,  y)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  C"  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires, et  .x',  )'  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
■  ourbe. 

L'équation   générale  des  droites   qui    passent    par   ce 

i: i  11..1  n  -  ion  mcmoi  ia  lapsu    1    Mil  .  |>    . 
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point  est 

(i)  y—  y  =  m[x-~  af), 

et  l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  à  Cn  est 

(2)  {y-y>)-+[x-x>)--0. 

Pour  que  ces  droites  (i)  et  (2)  forment  un  angle  dont 
la  tangente  trigonométrique  soit  A,  il  faut  que  l'on  ait 


«r         ,  fdF  dF\ 


dF  dF 

dx'  dy' 


De  cette  équation  nous  tirons 

dlP~     dj' 
m  =  ~dF  d_F' 

dy'  "*"      dx' 

Et  l'équation  générale  de  la  droite  qui,  passant  par  un 
point  (x', y')  de  la  courbe  C",  fait  avec  elle  un  angle  con- 
stant dont  la  tangente  est  A,  est 


m— -*>(a?-*y) 


dF  r/F 

^  dy1  dx' 


Nommons  (a,  (3)  les  coordonnées  d'un  point  fixe  P.  L'é- 
quation de  la  première  polaire  inclinée  du  point  P  par 
rapport  à  C  sera 

dF_     £F\ 

dx  dy  ) 


,  fdF         ,  dF\         ,  .   fat         ,  ar  x 

(3)  (P-r)(^r+*E)  +  («-*)(- 


je  et  7  désignant  maintenant  les  coordonnées  courantes 
de  la  première  polaire  inclinée  Gj. 

Cette  équation  est  du  degré  n.  Donc,  par  un  point 
quelconque  P  du  plan  d'une  courbe  C",  ou  peut  mener 
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n*  droites  qui  coupent  cette  courbe  sous  un  angle  con- 
stant, et  les  pieds  de  ces  n*  droites  sont  sur  une  courbe 
de  degré  n. 

III.  Si  Â=o,  le  degré   de    l'équation   (3)    s'abaisse 
d'une  unité,  et  le  théorème  I  se  transforme  en  ce  tliéo 
rème  bien  connu  : 

Par  tout  point  du  plan  (l'une  courbe  C"  on  peut  me- 
ner n  (n  —  i)  tangentes  à  cette  eourbe,  et  les  points  de 
contact  se  trouvent  sur  une  courbe  de  degré  n  —  i . 

Si  À"  =  oo  ,  le  degré  de  l'équation  ne  s'abaisse  pas,  et  le 
héorème  1  nous  donne,  comme  cas  particulier,  ce  théo- 
rème connu  : 

Par  tout  point  du  plan  d'une  courbe  C",  on  peut  rue- 
mener  n2  normales ,  et  les  pieds  de  ces  normales  se 
trouvent  sur  une  courbe  de  degré  n. 

Puisque  toute  normale  à  une  courbe  C"  est  tangente  à 
la  développée  de  cette  courbe,  nous  pouvons  conclure 
du  théorème  précédent  que  la  développée  d'une  courbe  C" 
est  de  la  classe  «2 

IV.  Le  faisceau  de  n9  droites  qui  coupe  C"  sous  un 
angle  constant  coupe  cette  courbe  en  ns  points,  et  comme 
/i*  de  ces  points  se  trouvent  sur  une  courbe  de  degré  «, 
les  n* — ri1  autres  points  d'intersection  se  trouvent  sur 
une  courbe  de  degré  n*  —  n. 

V.  Discutons  l'équation  générale  de  la  courbe  C". 
Pour  cela,  mettons-la  sous  la  forme 

y  [p-r- *(«-*)]  + ^  l«-*+*(P-r)]  =  o. 

Nous  pouvons  satisfaire  à  celle  équation  en  posant 

dV  dF 

i°.   — -  —  o      el      —  —  o, 
ax  dy 
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rfF 


a°.   —  =  o     el     jr-p  p  _  k  (x  —  «)  =  o. 

dF  i 

3°.  -—  =  o     et      y  —  S  +-  -{x  —  a)  =  o. 
«r  :    ■  «■  • 

4°-  7  —  p  —  A  (x  — a)  =  o     et     jr  —  $  +  ^  (x  —  «)==r0. 

i°.  En  posant 

dF  dF 

—  =  o      et      —  =  o, 

«  r  rîy 

l'équation  de  C"  est  satisfaite,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  a  et  jS. 

Donc ,  toutes  les  premières  polaires  inclinées  de  tous 
les  points  du  plan  d'une  courbe  C"  passent  par  (n  —  i)s 
points  fixes. 

2°.  En  posant 

—  =  o     et     j  —  p  —  /-(x  —  a)  =  o, 

l'équalion  de  C"  est  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur 
'   dF 

dy 

Donc  les  premières  polaires  inclinées  duo  point  donné 
P  par  rapport  à  toutes  les  courbes  dont  l'équation  a 
même  dérivée  par  rapport  à  x,  ont  [n —  i)  points  fixes 
communs,  tous  en  ligne  droite  avec  le  point  P.  La  direc- 
tion de  cette  droite  varie  avec  k. 

3°.  En  posant 

rfF  «       »  , 

—  =  o     et     r  _- p -+- _(.r  _«)  =  (>, 

l'équation  de  C"  est  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  -r"  ÎNous  arrivons  a  un  théorème  analogue  au  nrecc- 
dent. 
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De  ces  deux  théorèmes  résulte  celui-ci  : 
Les  polaires  inclinées  d'un  point  P  par  rapport  à 
toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation 

C  étant  une  constante  arbitraire,  se  coupent  en  2  (u —  1) 
points  fixes  distribués  n  —  1  à  11  —  1  sur  deux  droites 
rectangulaires  qui  se  coupent  en  P,  mais  dont  la  direc- 
tion varie  avec  k. 
4°.   En  posant 

y  —  (3  —  /,■  (x  —  a)  =  o     et     /-p  +  -r(^-a)  =  o, 

OU 

x  =  a.     et     y=P, 

l't'quatiou  de  la  première  polaire  est  satisfaite. 

Donc  la  première  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une 
courbe  passe  par  ce  point. 

\I.  Remarquons  encore  que  les  termes  du  degré  le 
plus  élevé  en  xy  de  l'équation  de  C"  sont  indépendants 
de  a,  |3,  A;  par  conséquent,  la  direction  des  asymptotes 
de  C"  ne  varie  pas  avec  a,  /3,  A,  ce  qui  nous  donne  ce 
théorème  : 

Toutes  les  premières  polaires  inclinées  de  tous  les 
points  du  plan  d  une  courbe  C"  passent  par  n  points 
fixes  situés  à  l'infini. 

VIL  Si  nous  remarquons  que  les  {n  —  i)*  points  fixes 
dont  il  est  question  dans  le  théorème  (V,  i°)  sont  les 
(n  —  i)2  pôles  par  rapport  à  C"  de  la  droite  située  à 
l'infini,  nous  pourrons  déduire  des  théorèmes  (V,  i°)  et 
(\I)  ce  théorème  iris-général: 

Pt  et  Pj  étant  deux  points  quelconques  du  plan  d'uni 
courba  C",  leurs  premières  polaires  inclinées  par  rapport 
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à  C"  ont  en  commun  n* —  n  -+-  i  points  fixes,  saroù  le* 
(u  —  1)-  pôles  rie  la  droite  située  à  l'infini,  pôles  pris 
'clalivemenl  à  C"  et  n  points  situés  à  V infini. 

Un  cas  particulier  de  ce  théorème,  celui  qui  correspond 
à  A  =  oo  ,  a  déjà  été  énoncé  par  M.  Steiner. 

MIL   Posons 

a  =  o      et      S  =  o  , 

et  l'équation  de  C"  devient 

Nous  pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

dF  dF  f    dF_      dV\__ 

dy  dx  \     dx  dx  J 

Nommons  première  polaire  ordinaire  la  première  po- 
laire inclinée  qui  correspond  à  k  =  o,  et  première  po- 
laire normale  celle  qui  correspond  à  A •  =  co  . 

La  première  polaire  de  l'origine  est 

dF         dF 

M  *dJ-{-xdx-  =  0- 

La  première  polaire  normale  de  l'origine  est 

dF         dF 

(2)  y- x— —  ==o. 

J  dx  dy 

La  courbe  représentée  par  l'équation 

dF  dF  /     dF^      d£\  __ 

dy  dx  \    dx  dy  j 

passe  par  tous  les  points  d'intersection  des  courbes  (î)  et 
(2);  or  cette  équation  est  précisément  celle  d'uae  pre- 
mière polaire  inclinée  de  l'origine. 
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Donc:  Toutes  les  premières  polaires  inclinées  d'un 
point  par  rapport  à  C"  passent  par  les  n  (n  —  i)  points 
d'intersection  de  la  première  polaire  [ordinaire)  et  de 
la  première  polaire  normale  de  ce  point  par  rapport 
àC\ 

IX.    De   l'équation  (i)  (n°  VIII),  tirons  la  valeur  de 


X 

y 

i  et 

posons 

y 

X 

dF 

dx 

~dF~ 

dy 

a 
b 

De 

l'équation 

(») 

du 

même 

paragr 

a  plie 

nous 

dédui 

rons 

y  __b 

Donc  la  première  polaire  ordinaire  et  la  première  po- 
laire normale  se  coupent  à  angle  droit  à  V origine. 
L'équation  (3)  nous  donne 

d¥  dF 

y  _         dx  dy             a  —  \  b 

~x~~~dF  7dF~~  Y+Va 

dy  dx 

Donc  la  première  polaire  inclinée,  dont  le  coefficient 
est  k  d  un  point  P,  j  coupe  la  première  polaire  du  même 
point  sous  un  angle  dont  la  tangente  est  k. 

X.   Soient 

F(x,r)  =  o,    f(x,y)  =  o, 

les  équations  de  deux  coui  bes  tic  degré  n 

■  y)  h  V>,  y)  =  o 
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sera  l'équation  générale  des  courbes  de  degré  n  qui  pas 

sent  par  les  if  points  déterminés  par  F  =  o  clf  =  o. 

La  première  polaire  inclinée  d'un  point  a{3  par  rapport 
à  l'une  quelconque  des  courbes  du  faisceau  (i)  sera  re- 
présentée par  l'équation  générale 

.  Vdf       ,  rf/       ,  /,/F       .  tl/\  1 


-+- 


Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/r/F       ,  rlF\       ,  ,[dY        ,d¥ 


>{<^>(£-| 


Cette  équation  est  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X  ,  si  l'on  pose 

"(^)(f+'9^-)(£-*f)-"- 

Ces  équations  représentent  précisément  les  premières 
polaires  inclinées  du  point  (a,  (3)  par  rapport  aux  cour- 
bes F  =  o  et  f  =  o. 

De  là  ce  théorème  : 

Les  premières  polaires  inclinées  d'un  point  P  par 
rapport  à  un  faisceau  Y'1  forment  un  faisceau  cpn  homo- 
graphique  au  premier,  et  les  n"  points  fixes  du  faisceau 
<p"  sont  donnés  par  les  intersections  des  premières  polai- 
res inclinées  du  point.  V  par  rapport  à  deux  quelconques 
des  courbes  il  a  faisceau  I 
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XI.   Suit  toujours  la  courbe  C"  représentée  par 

¥{x,  y)  =  o 

et  supposons  que  le  point  (a,  (3)  dont  nous  prenons  la 
première  polaire  inclinée  par  rapport  à  C",  parcoure  une 
droite 

(i)  y  =  Ax  -hB. 

Nous  aurons  la  relation 

qui  nous  permettra  d'éliminer  (3  de  l'équation  de  C"  qui 
deviendra  ainsi 


(2) 


[a(—        k—\         —  —  X— la        b(—        k- 
\dy  dx  J        dx  dy  J  \dy 


d¥\ 
dx) 


(d¥        ,  dF\  fdF 


dF\ 


Cette  équation  sera  satisfaite ,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a  ,  si  nous  posons 

A^—       k—\       —  —  k  —  - 
*  \dy  dx  J        dx  dy 

et 

Donc,  quand  un  point  P  parcourt  une  droite,  sa  pre- 
mière polaire  inclinée  par  rapport  à  une  courbe  C"  tourne 
autour  de  n  [n  —  î)  points  fixes,  que  nous  nommons 
points  polaires  inclinés  de  la  droite  par  rapport  à  G".  A 
chaque  point  de  la  courbe  ne  correspond  qu'une  courbe, 
et  réciproquement.  Doue  les  points  de  la  droite  à  In 
courbe  du  faisceau  de  polaires  inclinées  se  correspondent 
anbarmoniquemen  i . 
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XII.  Voyons  quelle  est  la  position  des  n  [a  —  i)  points 
fixes  du  faisceau  trouvé  dans  le  paragraphe  précédent. 
L'équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Çr(A-*)  +  5r(i+A*)  =  ol 
d'où 

dF  -       dF  (  A~  k  \ 

dx~~~~dj\i  +  kk)' 

L'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dF  d¥ 

{b)        _[HB-r)-x]+-.[B-y-Lv]  =  o. 

De  ces  deux  équations ,  nous  tirons 

(  _^(A-/:)[(B-j)A--x] 

\         dj 

Cette  équation  avec  l'une  des  équations  précédentes  dé- 
termine les  n  [n  —  i)  points. 

Or  l'équation  (c).  est  satisfaite  si  nous  posons 

dF 

ce  qui  entraine,  vu  l'équation  (a) , 

dL  — 

dx 

Ainsi  parmi  les  n  (n — i)  points  dont  nous  cherchons 
la  position  se  trouvent  les  (n  —  i)4  pôles  de  la  droite  si- 
tuée à  L'infini  pris  par  rapport  à  C",  ce  qui  était  facile  à 
prévoir. 

L'équation  (c)  est  encore  satisfaite  en  posant 

(A-*)[*(B-r)-x]-.(.+A*)(B-.>'-À*)=o, 
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ou ,  en  réduisant 


y  =  Ax  +  B, 


ce  qui  prouve  que  parmi  les  n  [n  —  i)  points  iixcs  ,   il  \ 
en  a  n  sur  la  droite  donnée. 

Si  la  droite  sur  laquelle  se  meut  le  point  P  passe  à  l'in- 
fini, c'est-à-dire  si  B  =  oo  .  l'équation  (2)  (n°  XI)  de- 
vient 

d¥       ,  d¥ 

— -  4-  k ■  •—  =  o. 
cl  y  dx 

C'est-à-dire,  que  tous  les  points  d'une  courbe  C"  par 
où  Von  peut  mener  des  droites  parallèles  à  une  droite 
donnée  et  coupant  la  courbe  sous  un  angle  donné  sont 
sur  une  courbe  de  degré  n  —  1.  Cette  courbe  ne  varie 
pas  avec  la  direction  des  droites,  mais  elle  varie  avec 
l'angle  sous  lequel  les  droites  doivent  couper  la  courbe. 

XIII.  Soit  le  faisceau  Fm  représenté  par  F  -h  ^f=  o> 
et  supposons  que  le  point  (a,  (3)  parcoure  la  droite 

(l)  r=A.r-hB. 

Nous  aurons  la  relation 

qui  nous  permettra  d'éliminer  (3  de  l'équation  de  la  po- 
laire inclinée  du  point  par  rapport  au  faisceau  F".  Cette 
équation  deviendra  ainsi 


; 


/,1F 

A  w 


*  dJ.) 

dx  J 


(2) 


(-KI+4 
+<-*>(?+'§) 


dx  dy  j 

dx  dy 


«'£-*£) 


-f-> 


<.-*($+4).-(î-'9]« 
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I  elle  équation  esl  satisfaite,  quelle  qu<    soil  la  valeui 

de  y. ,  si  nous  posons 


,  rfF\        ri?        ,dF 
k  —     +  -5 /  — 


=  o, 


1      r  i<if    ,''f\    rf/    ,'"" 

Ces  équations  déterminent  pour  chaque  valeur  de  A  les 
rc  (;j  —  1)  points  polaires  inclinés  de  la  droite. 

Quand  A  varie  de  -h  00  à  —  co  ,  le  système  des  points 
polaires  inclinés  décrit  un  lieu  que  nous  trouverons  en 
éliminant  À  entre  les  équations  (3)  el  (4). 

Cette  élimination  nous  donne 

.  fd¥  df       à?  df\ 

Donc  les  n  (n  — 1)  points  polaires  inclines  ri  une  droite 
relativement  à  une  courbe  C"  d'un  faisceau  F"  décrivent 
la  droite  donnée  et  la  courbe 

dY  df       d?  df  _ 
dx    dy        dy    dx 

de  degré  2  (11  —  1)  quand  la  courbe  C"  tourne  autour  ries 
n1  points  lises  du  faisceau. 


La  fin  prochainement. 
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NOTE  SIR  LES  INTÉRÊTS  INSTANTANÉS. 


I.   Lemme.    (  H )     =es. 


2.  Soient-  l'intérêt  de  V unité  au  boutdel'//m£ede  temps, 

t  un  nombre  entier  d'unités  de  temps  et  s  un  nombre  po- 
sitif quelconque  5  au  bout  du  temps  t,  l'unité  produit  le 

capital  IiH — j  •  Supposons  que,  .y  restant  fini, /devienne 

infini ,  alors  l'unité  de  temps  devient  infiniment  petite, 

et  l'intérêt  -  aussi  infiniment  petit  représente  l'intérêt 

au  bout  de  ce  temps  infiniment  petit,  et  ces  intérêts  ajou- 
tés les  uns  aux  autres  produisent  le  nombre  fini  s  au  bout 
du  temps  £,  et,  d'après  le  lemme,  le  capital  s'élève  au 
bout  du  temps  tkes. 

3.  L'exemple  suivant  donne  une  idée  claire  de  ces  in- 
térêts instantanés. 

Supposons  qu'un  vase  de  1  mètre  cube  de  capacité  se 
remplisse  entièrement  d'un  liquide  au  bout  du  temps  T 
au  moyen  d'un  robinet  qui  laisse  écouler  ce  liquide  par 
gouttes  égales  et  d'une  manière  continue;  que  ce  même 
vase  soit  rempli  au  bout  du  temps  Tt  au  moyen  d'un 
autre  robinet.  Les  grosseurs  infiniment  petites  des  deux 
espèces  de  gouttes  sont  entre  elles  comme  T  ;  Tj  ;  ces 
grosseurs  représentent  des  intérêts  instantanés  qui ,  quoi- 
que tous  deux  infiniment  petits,  ont  un  rapport  géomé- 
trique fini. 

A.  En  général,  lorsque  deux  grandeurs  croissent  con- 
tinuellement, l'une  d'infiniment  petits  tous  égaux  entre 
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eux  et  l'autre  d'infiniment  petits   croissant  en  rapport 
géométrique,  les  premières  grandeurs  sont  les  logarith- 
mes des  secondes*,  les  bases  des  logarithmes  dépendent  de 
la  grandeur  des  accroissements  éeraux. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  427 

(tn\T  t.  XVII,  p.  45); 

Par  M.   A.  CHANSON, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannsun  ). 


Etant  donnés  un  angle  A  formé  par  deux  grands  cercles 
et  un  point  O,  mener  par  ce  point  un  troisième  cercle 
<[ui  forme  avec  les  deux  autres  un  triangle  sphérique  de 
surface  donnée. 

Soit  ABC  le  triangle  cherché.  J'imagine  son  polaire 
A'B'C,  dans  lequel  je  connais  la  baseB'C'et  la  somme  des 
deux  autres  côtés.  D'ailleurs  le  point  A'  se  trouve  sur  un 
cercle  décrit  de  O  comme  pôle  avec  90  degrés  pour  dis- 
tance polaire.  Le  point  A'  connu,  le  problème  serait  ré- 
solu. On  peut  donc  le  ramener  au  suivant  que  nous  ré- 
soudrons à  part  (II)  : 

Étant  donnés  un  grand  cercle  MN  et  deux  points  B'  et 
C,  trouver  sur  ce  grand  cercle  un  point  K  tel,  que 
KB'  -h  KC  =  un  arc  donné. 

Soit  K  le  point  cherché  :  prolongeons  B' K  d'une  Ion 
gueur  KL  =  KC.  Le  point  L  se  trouve  sur  un  petit 
cercle  décrit  du  point  B'  comme  pôle,  avec  une  distance- 
polaire  égale  à  la  somme  donnée.  D'ailleurs  c'est  le  point 
de  contact  d'un  cercle  tangent  à  ce  dernier  et  passant  par 
les  deux  points  C,  C",  symétriques  par  rapport  à  l'arc 
MN.Si  donc  nous  faisons  passer  un  petit  cercle  quelconque 
par  les  points  C  et  C"  qui  coupera  le  petit  cercle  décrit 
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de  IV  comme  pôle  en  ileux  points  S  et  S  ,  el  que  nous 
menions  les  deux  cordes  d'intersection  C'C  et  S' S, 
elles  se  couperont  en  un  point  P  qui  appartient  aussi  à  la 
tangente  qui  serait  commune  au  cercle  cherché  et  au 
cercle  décrit  de  IV  comme  pôle. 

Il  est  facile  en  effet  de  démontrer  sur  la  sphère  comme 
sur  le  plan  que  les  trois  cordes  d'intersection  de  trois  pe- 
tits cercles  pris  deux  à  deux  se  coupent  en  un  même  point. 
Le  théorème  sur  lequel  on  s'appuie  sur  le  plan  pour  dé- 
montrer cela,  a  son  analogue  sur  la  sphère. 

Si  d'un  point  A  (III)  on  mène  des  arcs  de  grand  cercle 
sécant  à  un  petit  cercle,  on  a  la  relation 

AB  AC  AD  AE 

tang  —  •  tang  —  •  tang —  •  tang  —  =  constante. 

II  nous  suffit  donc,  pour  achever  le  problème,  de  mener 
par  le  point  P  un  arc  tangent  au  cercle  décrit  de  IV  comme 
pôle  ;  joignant  le  point  de  contact  T'  au  point  B',  le  point 
S  d'intersection  avec  l'arc  MN  sera  le  point  cherché. 

On  voit  que  généralement  le  problème  aura  deux  so- 
lutions, et  pour  le  résoudre  il  n'y  aura  qu'à  répéter  syn- 
thétiquement  les  constructions  précédentes. 


SOLUTION  OE  LA  QUESTION  427 

(  voir  t.  XVII,  p.  45.  n"  9)  ; 

Par  M.   P.   CHALLIOT, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson  ). 


Si  dans  un  triangle  sphérique  ABC  on  donne  un  angle 
C  compris  entre  deux  côtés  variables,  mais  dont  la  somme 
des  tangentes  est  constante,  le  lieu  de  la  rencontre  des 
trois  hauteurs  dans  chaque  triangle  est  une  circonférence 
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de  grand  cercle  ;  si  C  esl  la  somme  des  côtés  qu'on  donne 
constante,  le  lieu  sera  une  ellipse  sphérique. 

(Vannson.) 

y, 


c  r 

i°.   Prenons  CB  et  CA  de  façon  que 

tangCB  -f-  tangCA.  =  tang/w  ; 

menons  deux  des  hauteurs  BP  et  AR.  Soient  x^yles 
coordonnées  sphériques  d'un  point  n  du  lieu;  l'équation 
du  grand  cercle  sera 

tangx         tang  y  .  V¥rTT  . 

+  ; — ~~=i      {voir  t.  XVII,  p.  71). 


tangCP       tangBC 

Pour  abréger,  désignons  les  [tangentes  par  une  seule 
lettre.  Posons 

tangCA  =  a,     tangCB  =  6, 
tangCP  =  c,      tangCR  =  d. 

L'équation  du  grand  cercle  BP  sera  alors 


celle  de  l'arc  AR  sera 


*      y 


x       y 
a        a 


Mais  dans  les  deux  triangles  rectangles  BCP,  ACR ,  on  a 

c  =  ècos6,      d  =  acos9; 
Ann.de  Mtuhèmr.i.,%.  XVIII.  (Septembre  1 85g.)  22 
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les  deux  équations  deviennent  doue 


on  en  tire 


x  y 

y  cos  6        6 
x  y 

a        «  cos  6 


,        vcos9-4-x  -rcosQ-t-^ 

b  =  ■ 1      a 


cos  9  cos  S 

D'après  l'hypothèse  ,  on  a 

a  +  b  =  m  ; 

remplaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs, 

m  cos  9 


.r-t-j 


i  +  cos  0 


équation  d'un  grand  cercle  coupant  les  deux  axes  à  une 

dislance  de  1  online  marquée  par  ■ 

r        i  -+-  cos  6 

2°.   Supposons  que  ce  soit  la  somme  des  côtés  qu'on 

donne  constante, 

a  -+-  b  =  m , 

nous    avons   trouvé  ci-dessus,    en   rétablissant  les   tan- 
gentes , 


taner  r  cos9  +  tani;x  tangx  cos0  H- tangy 

tanir6=: —  ■>  tangfl  =  — - ', 

&  cos  9  ooafl 

portant  dans  L'équation 


tanga  tangA 
ta  nu  m  — 


i  —  tanga.tarigâ 
(taogj  -r- tangx)(i  H-cosO) 


cos  9 

la  ni:  m  =.  - 


tang  >  '  <>->9  +-  tangx  )  (  taug x  cosfl  -+-  tangj  ) 


cos'  0 
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en  désignant  les  tangentes  par  une  seule  lettre 

(x -\-y){i  H-  cosO)  cosô 
~~  cos39  —  xy(i  -+-  cos:Ô) —  (x7  +  y2)  cosO 

équation  du  deuxième  degré.  Donc  le  lieu  demandé  est 
une  ellipse  sphérique. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  481 

(voir  t.  XVIII,  p.  266); 

Par  M.  CHARDONNET  (de  Chalon-sur-Saôhb ; 


Solution  analytique. 

L'équation  de  l'hyperboloïde  donné  rapportée  à  ses  axes 
et  à  son  centre  sera 

*'  -\-  y*  —  z1  =.  à1. 

Soient  x\  y1 ',  z'  les  coordonnées  du  sommet  du  cône 
considéré-,  xt,  j,,  o  celles  d'un  point  quelconque  du 
cercle  de  gorge  -,  les  équations  de  la  génératrice  du  cône 
passant  en  ce  point  seront 

z  s 

On  en  tirera  les  valeurs  suivantes  de  xt  et  j4 

zx'  —  xz                    zy'  —  yz' 
xt  = —  >      yt=  — — , 


qui,  portées  dans  l'équation  du  cercle  de  gorge,  donne- 
ront pour  celle  du  cône 

{xx'-m'Y  -h(zy'  -yi'Y  =r  a-  [z  —  z')\ 

11. 
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dans  laquelle  je  fais  x  =  u  pour  avoir  l'équation  de    la 
section  par  le  plan  des  yz. 

L'une  des  conditions  pour  que  cette  équation  repré- 
sente un  cercle  est  que  le  coefficient  du  rectangle  des  va- 
riables soit  nul.  Je  fais  donc  y'  =  o,  ce  qui  revient  à 
amener  le  sommet  du  cône  dans  le  plan  des  xz.  L'équa- 
tion de  la  section  devient  alors 

z2  U'3  —  a2)  -f-  z'1  f1  -h  2  a1  zz'  =  a5 
OU 

a1 
j2  -+-  z1  -J-  2,  —  z  ==  «% 


équation  d'un  cercle  dont  le  centre  est  sur  l'axe  des  z.  On 
obtiendra  donc  les  deux  systèmes  de  sections  circulaires 
qu'admet  le  cône  considéré ,  en  le  coupant  par  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  z  ou  à  l'axe  des  x. 

Note.  Mon  fils  Alfred  m'a  remis  une  solution  analy- 
tique identique. 

Solution  géométrique  (Chaiuoonnet). 

On  sait  que  toute  section  circulaire  d'un  cône  oblique 
«à  base  circulaire  est  perpendiculaire  a  la  section  princi- 
pale, et  que  lorsqu'une  section  elliptique  est  perpendicu- 
laire à  la  section  principale,  ses  axes  sont,  l'un  la  com- 
mune intersection  de  son  plan  avec  le  plan  principal,  et 


l'autre   une   perpendiculaire   à    celte  ligne.   Cela   posé. 
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soient  O  le  centre  du  cercle  de  gorge,  M  le  sommet  du 
cône,  K,  L  les  points  où  le  méridien  du  point  M  rencontre 
ce  cercle.  Menons  les  génératrices  ML,  MK  du  cône; 
soient  Q  ,R  les  points  où  elles  rencontrent  Taxe  non  trans- 
verse  de  l'hyperboloïde,  P  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M  sur  le  diamètre  LK  prolongé,  S,  T  les 
intersections  d'un  autre  diamètre  perpendiculaire  à  ce 
dernier  avec  le  cercle  de  gorge.  Les  triangles  semblables 
LOQ  et  LPM,  KMP  et  KOR  donneront 


iMP       LP        MP       KP              MP 

LPxKP 

OQ  —  OL  '      OR  ~  KO  "      OQ  X  UR 

OK 

et,  en  remarquant  que 

MP  =  LP  X  KP, 

il  vient 

OQxOR  =  ÔKî=OSI; 
donc  la  section  plane  QSRT  est  un  cercle.      c.   q.   F.    d. 


THEOREME  SUR  LES  RCIJLETTES , 

Par  M.   P.   SERRET. 


1 .  Si  Von  considère  l'arc  de  roulette  engendré  par  un 
point  o  invariablement  lié  à  une  courbe  mobile,  pendant 
que  Varc  MN  de  cette  courbe  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  ;  et  Varc  conjugué  de  la  courbe-podairc,  lieu  géo- 
métrique des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
même  point  o  [regardé  comme  immobile  )  sur  les  diverses 
tangentes  de  Varc  MN  [devenu  fixe)  :  ces  deux  arcs 
conjugués  auront  même  longueur. 

Ce  théorème,  qui  est  peut-être  nouveau,  donne  lieu 
à  plusieurs  conséquences  :  ainsi,  un  arc  quelconque  de  la 
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podaire  dune  circonférence  par  rapport  à  un  point  de 
son  plan  est  mesuré  par  une  portion  de  droite,  ou  par  un 
arc  d'ellipse,  suivant  que  ce  point  appartient  ou  non  à 
la  circonférence;  inversement,  un  arc  quelconque  de  la 
roulette  produite  par  le  roulement  sur  une  droite  d'un 
arc  d'ellipse  ou  de  parabole,  le  point  décrivant  étant  le 
foyer,  est  égal  à  un  arc  de  cercle  ou  à  une  portion  de  droite. 
Pour  le  démontrer,  désignons  par  ds,  ds' ',  de  les  arcs 
élémentaires  correspondants  de  la  courbe  MN,  de  la  po- 
daire M'JV  et  de  la  roulette  engendrée  par  le  point  O; 
soient  r,  /•'  les  rayons  vecteurs  correspondants  OM,  OM', 
et  p  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  courbe  MN.  D'après 
une  expression  connue,  on  a 

rds 
d<r  =  — ; 

P 
une  formule  due  à  Euler,  p  =  ——•-,  peut  s'écrire 
i  __  dr' 

enfin  ,  l'égalité  connue  des  angles  sous  lesquels  les  ravons 
vecteurs  OM,  OM'  coupent  la  courbe  MN  et  la  podaire 

M'JV,  fournit  cette  dernière  relation  :  — -  =  — -,  ou 

ds        ds 

dr'  _  ds' 

dr  ds 

Or  si  l'on  multiplie  membre  à  membre  ces  trois  égalités, 
on  trouve,  en  simplifiant,  la  relation  d(j  =  ds'i  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 

Note  du  Réducteur.  Le  théorème  a  été  énoncé  et  dé- 
mon l ré  par  M.  Sleiner  (Crelle,  t.  XXI,  p.  35;  i$/\6)  et 
ensuite  par  M.  Mannheim  (Y Institut,  24  février  1 858) 
qui  m'a  communiqué  ce  renseignement. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN  (ECOLE  POLYTECHNIQUE). 


Condition  pour  que  deux  génératrices  rectilignes  de 

riiyperboloïde  —  -\-  -, =  i  se  coupent  sous  un  angle 

droit.  Lieu  géométrique  du  point  d'intersection. 

En  désignant  par  a  et  o  deux  angles  quelconques,  les 
équations  des  génératrices  rectilignes  de  l'hyperboloïdc 
sont,  pour  L'un  des  deux  systèmes, 


et  pour  Vautre, 


-  =  -  cos  a  -+-  sin .  a, 
a       c 

X       z    • 

—  =  -  sin  a  —  cos. a  ; 

b       c 


X        z 

—  —  -  cos  6  -+-  sin  S, 

a       c 


—  = sin  §  -f-  cos  S. 

b  c 


Les  coordonnées  d'un  point  commun  à  deux  généra- 
trices de  systèmes  différents  sont  déterminées  par 


cos-  (a  +  6)„. 
cos  a  -+-  cos  6  2 

sin  a  -h  sin 8  .     i  ,       .    „. 

sin  -  (  a  -+-  6  ) 

2  v 


/' /cosa 

6       \sina 


sin- (a 
cos6\    .  2 


sin  8  /  .    i,      ,    .. 

sin-(a  -+-  6) 

2 

cos- (a  — 6) 

COS  b  \  .  2 

COS  a  -+-  Sin  a  := 

sin  -(a  •+■  6) 


sine 
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Le  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  la  surface 
a  pour  expression 

a2cos2-(a-S)+62sin2-(a— 6)  +  c2cos2-(a-+-6) 

(i)     J'+j»  +  m?*  = J. 

sin3- (a -f- 6) 
i v 

Quand  sin  -  (a  -f-  6)  =  o ,  les  deux  génératrices  sont  pa- 
rallèles. La  condition  pour  qu  elles  soient  perpendicu- 
laires est,  d'après  une  formule  connue, 

—  cos  a  cos  S sin  a  sin  6  H-  i  =  o  , 

c1  c* 

ou 

(  2  )  «'  cos  a  cos  6  —  A2  sin  a  sin  6  -f-  c2  =  o. 

De  cette  dernière  relation  on  peut  conclure  que  la  dis- 
tance du  centre  de  Vhjperboloïde  au  point,  d'intersection 
de  deux  génératrices  rectangulaires  est  invariable. 
Car,  en  observant  qu'on  a,  quels  que  soient  a  et  6, 

cos  a  cos  6  =  cos2 -fa  —  6)  —  sin2 -(a  +  6), 

2  '  2  v  ' 

—  sin  a  sin  6  =  sin2  -(a  —  6)  —  sin2  -(a  -+-  6), 

i  =  cos'  -  (a -+-  6)  +  sin2  -(s  +  6), 
la  relation  (2)  devient 

û2|  cos'^fa  —  6)  —  sin2-(a-h6)l 
+  b1     sin2  -(a  —  S)  —  sin2-  (a  -+-  6) 
■  COS'-  •    sin'  -  (a    »    g)      —  n 


(  3*5  ) 
et  donne  successivement  : 

«îcos'-(a  —  6)  H-  62sin'-(a  —  6)  -f-  c2 cos'  -1-  ( a  +  6) 

=  (a2-f-  63—  c2)sin2-(a-f-g); 

a'cos'-fa— g)-+-i5sinJ-fa— 6)  +  c2cos2-(a+e) 

2^  2V  2V 

=  rt2+  6'—  r5. 

sin'-(a  +  6) 

2  v 

Il  en  résulte,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

x"1  -f-  y'2  -h  z'J  =  a'  -\-  b2  —  c*. 

D'après  cela,  on  voit  que  le  lieu  géométrique  des  points 
d'intersection  des  génératrices  rectangulaires  est  celui  des 
points  communs  à  l'hyperboloïde  et  à  la  sphère 

g*  -f-  y*  _|_  Z5  —  a7  -h  b2  —  C". 

Pour  que  le  rayon  de  cette  sphère  ait  une  valeur  réelle 

diiïérenle  de  zéro ,  il  faut  d'abord  que  c2  soit  moindre  que 

a}  -+-  b* .   Quant  cà  l'existence  de  points  communs  à  la 

sphère  et  à  l'hyperboloïde,  elle  exige  que  le  rayon  de  la 

sphère  soit  au  moins  égal  à  la  moitié  du  plus  petit  des 

deux  axes  de  l'ellipse  de  gorge  représentée  par  l'équation 

x2        y''  . 

— -f-  — =  i,  puisque  la  plus  courte  distance  du  centre 

de  l'hyperboloïde  à  un  point  de  la  surface,  est  précisé- 
ment égale  à  la  moitié  de  cet  axe.  Par  conséquent,  en 
supposant  Z»<^a,  la  condition  de  l'intersection  de  la 
sphère  et  de  l'hyperboloïde  est  a*-|-&2 — c2^>&%  ou  c<^a. 
S'il  y  avait  égalité  entre  «  et  c,  la  sphère  serait  tangente 
à  l'hyperboloïde  aux  deux  extrémités  de  l'axe  2&,  et  ces 
deux  points  seraient  les  seuls  où  deux  génératrices  recti- 
lignes  de  la  surface  se  couperaient  sous  un  angle  droit. 

G. 
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DÉCOMPOSITION 

f[x) 

De  la  fractiou   rationnelle  irréductible  r, -1 — ^r  en  fractions 

[(ar-a^  +  S1]» 

.     .      ,    ,    P  ax  -f-  b  a'  .r  -+-  b' 

simples  de  la  lorme.- -. — ^prn->  ? ..  ,   ,,,-,„  ,*♦•■• 

r  [(x  — ajJ-i- g']"     [{x —  a)2-f-6,]n-' 


Divisez  f  (x)  par  [x — a)ï+o*  ;  le  reste  de  cette  divi- 
sion sera  le  numérateur  de  la  première  fraction  cher- 
chée. Car  la  division  donnera  lieu  à  une  égalité  de  la 
forme 

f(x)  =  [(x—  a)2+^]/,(Jr)-f-rtx+  b; 
d'où 

/(■*)  BX-¥-  b  ft(x) 


[(x  —  ay-h&y     [(j-af+ê']"     [(-r— «)"-*- tfî-' 

En  divisant  de  même  lequotient^/",  (j-)par(x — a^-l-O* , 
leresledecelte  seconde  division  sera  le  numérateur  a'x-\-b' 
de  la  seconde  fraction  cherchée.  Et  ainsi  de  suite.       G. 


DÉTERMINATION 

Du  centre  et  du  rayon  de  la  sphère  représentée  par  l'équation  générale 

I  r"-\-  /'+  3J+  2  yz  eus XZ  H-  2  .rz  cos  XZ  -h  2  xy  cos  XY 
I  H-  2  ex  -h  2  e'j*  +  2c"z  +  J=o. 


Le  centre  esta  l'intersection  de  trois  plans  respective- 
ment perpendiculaires  aux  axes  dis  coordonnées  X  ,  Y  .  / 
à  des  distances  de  L'origine  égales  à  — c,  — c',  — c"    I  « 
carré  du  ravon  soblicnt  en  retranchant  le  terme  indé- 
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pendant  d  du  carré  de  la  distauee  du  centre  à  1  origine 
des  coordonnées.  Quand  le  résultat  de  cette  soustraction 
est  nul,  ou  négatif,  l'équation  (i)  représente  un  point, 
ou  une  surface  imaginaire.  G. 


NOTE 

Sur  le  théorème  segmentaire  de  Carnot  et  conséquences  snrles  tangentes. 


On  sait  que  ce  théorème  consiste  dans  l'égalité  de  deux 
produits  segmentaires  donnés  par  les  intersections  des 
côtés  d'un  polygone  et  d'une  courbe  algébrique  plane. 

Lorsque  le  nombre  de  côtés  du  polygone  et  le  degré  de 
la  courbe  sont  tous  deux  impairs,  les  deux  produits  seg- 
mentaires ont  des  signes  opposés;  dans  tout  autre  cas,  ils 
ont  le  même  signe. 

Ainsi ,  lorsqu'un  triangle  coupe  une  droite  ou  toute 
autre  ligne  de  degré  impair,  les  produits  sont  de  signes 
opposés-,  mais  lorsqu'il  coupe  une  conique  ou  toute  autre 
ligne  de  degré  pair,  les  produits  ont  même  signe. 

Si  le  triangle  ABC  touche  une  conique  respectivement 
aux  points  c,  a,  b,  le  théorème  de  Carnot  donne 

Âc!  B«!  Cb '  =  -h  Ab.  Bc.  Ca  ; 
d'où 

Ac.Ba.Cb  =±Xb.Bc.Ca; 

niais  le  signe  —  doit  être  rejeté,  car  une  tangente  à  une 
conique  ne  peut  pas  couper  la  conique  ;  donc 

Ac.Ba.Cb  =  ->r-Ab.Bc  Ca. 

Cela  indique  que  les  trois  droites  qui  joignent  les  sommes 
et  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent  en  un 
même  point. 
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Si  le  triangle  ABC  touche  une  courbe  du  troisième  de- 
gré aux  trois  points  à' inflexion  c,a,i,  ona 

3     3      3  3     3     3 

kc.  Brt.  Cb.  ——  kb.  Bc.  Ca    ; 
d'où 

kc.Ba.Cb  =—  kb.Bc.Ca. 

Ainsi,  les  trois  points  d'inflexion  «,  b,c  sont  en  ligne 
droite,  et  par  conséquent  une  courbe  du  troisième  degré 
ne  peut  avoir  quatre  points  d'inflexion  réels;  ils  seraient 
en  ligne  droite  :  ce  qui  est  impossible. 

2°.  Lorsqu'un  sommet  du  polygone  est  situé  à  l'infini , 
chaque  produit  a  un  facteur  de  moins;  car  on  ôte  dans 
les  deux  produits  les  segments  infinitésimaux  qui  sont 
égaux. 

3°.  Si  un  sommet  est  sur  la  courbe,  les  deux  produits 
s'anulent:  mais  au  rapport  des  segments  devenus  nuls 
on  peut  substituer  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  for- 
ment les  côtés  de  l'angle  inscrit  avec  la  tangente  menée 
par  le  sommet  de  cet  angle. 

On  conclut  de  là  que,  lorsqu'un  polygone  est  inscrit 
dans  une  conique,  et  qu'on  mène  une  tangente  à  chaque 
sommet,  le  produit  des  sinus  des  angles  que  forment  les 
côtés  respectivement  avec  les  tangentes,  en  allant  de 
droite  à  gauche,  est  égal  au  produit  similaire  en  allant 
de  gauche  à  droite. 


EXERCICES  SIR  LES  COURBES  PLAXES. 


1.  x*  —  ayx7  -t-  by3  =  o, 

l'origine  est  un  point  triple;  les  tangentes  en  ce  point 
s<mt  données  par  l'équation 

ax1  y  =  by*. 
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2.  2  a  x*y  -f-  2  .r'j'  -t    aj  '   f-  j4  =?  o  , 

origine  point  I  ri  pie;  équation  des  tangentes 

S.  «j'  —  J3  ±  ta:5  =  o  , 

origine  point  double  et  isolé  lorsque  le  signe  est  positif; 
équation  des  tangentes 

ay-  dz  bx2  —  o. 

4.  (x2  —  a2)2  =  ay2  (?.  y  ■+•  3a), 

j  =  o,      -r  —  «  =  o  , 
double  point;  équation  des  tangentes 
4(*-«>)>=3j*. 
^  =  o ,     a:  -h  a  =  o , 
double  point;  équation  des  tangentes 
4(x-f-a)5=3jî. 

X  =  O  ,      J  +  «  =  o  , 

double  point;  équation  des  tangentes 

2  j:2  =  3(j  -+-  «)2- 

La  courbe  ne  peut  avoir  d'autres  points  multiples. 

5.  {by  —  cxy  =  (x  —  aY,     x  =  a,      by  =  ac , 

point  de  rebroussement ;  la  tangente  rencontre  en  cinq 
points  consécutifs . 

6.  x*{x-±-b)=aiy2, 

origine  point  double;   la  tangente    rencontre  en  quatre 
points  consécutifs.  Il  existe  un  point  triple  à  l'infini,  au- 
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quel  la  droite  à  l'infini  est  seulement  tangente-,  la  droite 
x -4-b  =  o   touche  la  courbe  au  point  où  elle  rencontre 
Taxe  des  .r ,  et  aussi  au  point  d'inflexion  h  l'infini. 


;*  +  rJ  +  ~*  =  o, 
point  double;      x  =  o  tangente. 


7. 

ou  b 

ien 

(* 

X 

=  o, 

J3 

-»-  z- 

= 

o, 

y 

=  o, 

x' 

+  z' 

= 

», 

z 

=  o, 

-: 

+  V2 

= 

o, 

Ces  six  points  sont  six  points  de  rebroussement.  Il  y  a 
encore  quatre  autres  points  doubles  isolés,  donnés  par  les 
équations 

x±y  =  o, 


XZJlZ    =  o. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  472 

(voir  p.  170  )  ; 

Par  M.   BELLAC, 

Élève  du  lycée  de  Caen  (  classe  de  M.  Toussaint). 


Les  hauteurs  d'un  tétraèdre  sont  les  génératrices  d'un 
même  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Soient  ABCD  le  tétraèdre,  AH,,  BH,,  CHS,  DH,  les 
quatre  hauteurs  de  ce  tétraèdre. 

Par  l'arête  AB  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire 
à  la  face  opposée  ACD,  il  contiendra  la  hauteur  BH,;  de 
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même  par  les  deux  autres  arêtes  AC,  AD  aboutissant  au 
même  sonimel  A  je  fais  passer  deux  plans  perpendicu- 
laires aux  faces  opposées,  ils  contiennent  les  hauteurs 
CH3,  DH4  :  mais  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une 
même  droite;  donc  cette  droite  rencontre  les  trois  hau- 
teurs BH2,  CH3 ,  DH4.  Du  reste,  elle  rencontre  la  qua- 
trième hauteur  AHj ,  puisqu'elle  passe  par  le  point  A ,  qui 
est  commun  aux  trois  plans  ;  il  s'ensuit  que  les  quatre 
hauteurs  sont  rencontrées  par  une  même  droite  aboutis- 
sant au  sommet  A.  On  démontrerait  de  même  quelles 
sont  rencontrées  par  trois  autres  droites  partant  des  som- 
mets BCD.  Les  quatre  hauteurs  sont  donc  rencontrées  par 
quatre  droites,  dont  deux  ne  sont  pas  dans  le  même  plan 
(car  si  elles  étaient  dans  le  même  plan ,  les  hauteurs  se- 
raient aussi  dans  le  même  plan)  ;  donc  ces  hauteurs  sont 
situées  sur  un  hyperboloïde.  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Ceci  montre  que  si  l'on  construit  des  pa- 
rallélipipèdes  sur  les  hauteurs  prises  trois  à  trois ,  les  cen- 
tres de  ces  parallélipipèdes  se  confondent  en  un  seul 
point,  qui  est  le  centre  de  rhyperboîoïde. 

Note  du  Rédacteur.  Les  projections  des  trois  hauteurs 
partant  de  B,  C,  D  sur  le  plan  BCD,  se  rencontrent  en 
un  même  point;  la  perpendiculaire  élevée  par  ce  point 
au  plan  BCD  rencontre  donc  les  trois  hauteurs ,  et  aussi 
la  quatrième  à  l'infini  ;  les  quatre  faces  fournissent  donc 
chacune  une  droite  rencontrant  les  quatre  hauteurs  ; 
donc,  etc.  C'est  la  démonstration  de  M.  Joachimsthal,  et 
il  en  déduit  que  le  centre  de  rhyperboîoïde,  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre  et  le  centre  de  la  sphère  circonscrite 
sont  sur  une  même  droite. 

11  est  facile  de  trouver  encore  d'autres  éléments  de  1  hy- 
perboloïde. 


35a 


NOTE  SIK  UN  THÉORÈME  DE  M.  CHASLES; 

Par  M.    HOUSEL, 

Professeur. 


Dans  un  Mémoire  publié  en  i838  [Journal  de  M.  Liou- 
ville.  t.  III,  p.  102  et  suiv.  ),  M.  Chasles  parvient  au  théo- 
rème suivant  : 

«  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  coni- 
que, le  produit  des  distances  d'une  cinquième  tangente 
quelconque  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère,  est 
avec  le  produit  des  distances  de  cette  tangente  aux  deux 
autres  sommets,  dans  un  rapport  constant.  » 

Ensuite,  au  moyen  des  propriétés  du  cône  oblique  et 
de  ses  lignes  focales,  l'auteur  arrive  à  l'évaluation  que 
voici  : 

Ce  rapport  constant  est  égal  à  celui  que  l'on  trouve- 
rait si  Von  prenait  les  distances  de  ces  mêmes  sommets 
à  un  foyer  de  la  conique. 

Nous  allons  démontrer  ce  dernier  résultat  par  les  for- 
mules où  figurent  les  expressions  imaginaires. 

Soient  (art,  yx),  (#s,ys),  (x^y*},  (*»,^)  les  coor- 
données des  sommets  du  quadrilatère,  et  so\ty  =  mx-hn 
l'équation  d'une  tangente  quelconque  -,  le  rapport  con- 
stant aura  pour  expression ,  d'après  le  premier  théorème  : 

_  (ji—  mxx—  n)(y%—  m.r,—  n) 
( y x  —  mx-i —  n)  [y,  —  mxt —  n ) 

On  sait  qu'un  foyer  de  la  courbe  doit  être  considéré  comme 
le  point  i\c  concours  de  deux  tangentes  qui  ont  pour  équa- 
tions 

y=±\'~    ■        c 
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Or  le  rapport  constant,  pris  relativement  à  lune  de  ces 
tangentes,  aura  pour  expression 

r  —  U'— v7— '  (*■— c)][j3—  y/— i  (x3—c)] _ 

L'autre  tangente  donnera  une  expression  identique,  sauf 
le  signe  du  radical  ;  donc,  multipliant  ces  valeurs,  on 
aura 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Il  est  clair  que  le  résultat  est  le  même  pour  les  deux 
foyers,  mais  ce  théorème  est  déjà  démontré,  même  pour 
un  polygone  circonscrit  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés.  (Nouvelles  Annales ,  t.  XII,  p.  219.) 


MOYENNES  GÉOMÉTRIQUES,  ARITHMÉTIQUES,  HARMONIQUES 
COMPARÉES  ; 

D'après  M.   SCHLOMILCH. 

Zejtshrift,  3e  année,  i858,p.  187. 


1 .   Lemme.  n  étant  entier  positif  et  a  >  ,5 ,  on  a 


#n+l  ftn+i 


(i,+i)»">      ^_r      >(/;+i)^ 


posons 

n  -+-  z 


Ç>  =  i,      î>l, 


alors 
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il  vient 


Posons  maintenant 


Z 


a  =  1      et     p 


«-+-  1 


mais  *  >  1  ;  de  sorte  que  a  ^>  |3 . 
On  a  encore 

"> 


«  H-  1 


Ainsi  cette  inégalité  subsiste  pour  toute  valeur  de  z  plus 
grande  ou  moins  grande  que  l'unité ,  et  cesse  pour  z  =  1 . 
Faisons 

._  y . 


on  obtient,  en  remplaçant  z  par  cette  valeur, 
1  1 

(A)  ^  +  ;>(»+.)(I;r' 

pourvu  quon^n'ait  pas  #— y". 

2.  Théorème.   La  moyenne  arithmétique  est  toujours 
plus  grande  que  la  moyenne  géométrique. 
Dans  l'inégalité  (A)  faisons 

n  =  I ,     x  —  a  ,      y  =  b  \ 
on  a 

a  -\-  b~^>  2,  sjab  ; 
d'où 


Faisant 
on  obtient 

Faisons 
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n  —  i ,      x  =  ab  ,      y  =  r  , 

a  -+  b  -f-  c  ^>  3  \Jabc. 
n  =  3,      .»■  —  S&c,        r-  =  d\ 


a+i  +  c-(-^>|  \jabcd. 

3.  Théorème.     Z#    moyenne    géométrique    est    plus 
grande  que  la  moyenne  harmonique. 
D'après  le  théorème  précédent. 

-[fljrt3...,  an+at  a,...,  an+«,  ««..-,  «„-f-.. ,a,ata3...,  «„_,] 

>;  —  i 

>>rt,  «,«3.  .  .,  «„)      " 

n  —  i 

i                      /'ii                   i  \  : 

-  a,  rt2 .  .  . ,  «„ 1 h  *  •  •  H >  l  " .  "■>  «3    •  •  »  «n  j         ; 

d'où 

1 

I 


1/1  1  I 

-     -  H h  - 

n  \a,        a,        a„ 


le  membre  à  droite  est  la  moyenne  harmonique  ;  donc  ,  .... 

Observation .  Les  a  sont  essentiellement  des  quantités 
réelles  positives. 

4.  Lorsque  ax  et  a.2  sont  deux  imaginaires  conjuguées, 
la  moyenne  arithmétique  est  moins  grande  que  la  moyenne 
géométrique,  et  celle-ci  est  moindre  que  la  moyenne  har- 
monique. 

Observation.  Ainsi ,  les  théorèmes  précédents  ne  peu- 
vent s'appliquer  qu'aux  équations  dont  les  racines  sont 
réelles  et  positives. 

23. 
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DEDUCTION  SIMPLE  DE  L'EXPRESSION  T  (x)  DE  GAISS; 

D'après  le  Docteur  ZEHFUSS. 


Grunert,  t.  XXX,  j>.  j|i. 


,.      xu  —  i         ,i        ..      i  —  x 
1.  l.x=um — - — i      l.-  =  lim — s — 


posons 

§  =  —  i      l.jf  =  lim»\i  —  xn 

n 

ou 
r  p  =   f     [\.x)r-1dx=  lim  n'J-1    t      \ i  —  xn)  rix. 

Faisons 

x  =  t", 

TitiMmnf*   /  '  (!  —  /)•" -'/"-'  rit, 
•/o 

et  lorsque  /*  esl  un  nombre  entier  positif, 
f    il  —  l)!J-~\tn-lch=- 


i  .  2 . .     \n  —  i 


(X        jX+I.JX-|-2...fA-f-/l—  i 

d'où 

/?"  1.2.      .«  —  I 

r(p.)  =  lui) 


f*       (  p  -h  i  )  (  p  -h  2  ) .  .  .  p  +  «  —  i 


I  2  3 

=  lin;  - 


p     p  -+-  I      p.  +  2  p  -+-  /*  —  l 

(*    (i+l        p  4-  2  p-  H-  3 
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01  ESTIONS. 

183.  Théorème  1 .  D  un  point  B  extérieur  à  une  cir- 
conférence O  on  mène  deux  tangente;.  BÂ  et  BC ,  on  pro- 
jette C  en  D  sur  le  rayon  OA ,  et  l'on  fait  exécuter  une 
révolution  complète  à  la  figure  autour  de  OA  .  l'un  des 
rayons  des  points  de  contact;  il  faut  démontrer  que  le  vo 
lume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  CBA  est  équi- 
valent au  cône  engendré  par  le  triangle  BDA. 

484.  Théorème  II.  La  même  figure  étant  faite  que 
précédemment,  et  exécutant  la  même  révolution,  il  faut 
prouver  que  le  segment  sphérique  engendré  par  CDA  est 
équivalent  au  \olume  engendré  par  le  triangle  CBD. 

48o.  Théorème  III.  Le  volume  compris  entre  un  cône 
droit  ASA'  et  deux  sphères  O  et  C  qui  le  touchent  inté- 
rieurement et  se  touchent  elles-mêmes  extérieurement, 
est  la  moitié  du  volume  compris  entre  le  cône  et  la  sphère 
qui  passe  par  les  deux  sphères  de  contact. 

486.  L'aire  de  la  podaire  du  centre  d  une  ellipse  est 
une  moyenne  arithmétique  entre  les  aires  des  cercles  dé- 
erits  sur  les  axes  comme  diamètres,  (Voir  Nouvelles 
Annales  ,  Strebor.) 

On  obtient  aussi  celte  courbe  par  la  construction  des 
rayons  réciproques  émis  du  centre  de  1  ellipse,  et  l'on 
peut  déterminer  sur  celte  courbe  des  ai  c^  à  différence  cir- 
culaire. [Nouvelles  .lunules ,  Strebor.  t.  XI.  p.  i83.) 

(  Arthur  Lascases.) 

187.  Sur  le  tétraèdre,  i".  Les  quatre  hauteurs  don- 
nent lieu  .  prises  deux  à  deux  .  à  six  plus  coui  tes  dis  ta  m  is 
parallèles  aux  -i\  arêtes  du  tétraèdre. 
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2°.   Les  six  plus  courtes  distances  donnent  lieu,  prises 
deux  à  deux,  à  quinze  plus  courtes  distances,  dont  douze 
sont  nulles  et  les  trois  autres  sont  parallèles  aux  trois  plus 
courtes  distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

488.  On  donne.  i°  une  conique:  2°  deux  tangentes 
fixes  à  cette  conique  ;  3°  deux  points  fixes  dans  le  plan 
de  la  conique;  4°  une  tangente  mobile  rencontre  les  deux 
tangentes  fixes  en  deux  points  variables  formant  avec  les 
points  fixes  les  sommets  d'un  quadrilatère  variable  ;  les 
diagonales  de  ce  quadrilatère  se  coupent  suivant  des  points 
situés  sur  une  conique  passant  par  les  points  fixes,  et 
énoncer  le  théorème  correspondant  d'après  le  principe  de 
dualité. 

•489.  Théorème .  Si ,  généralement,  on  désigne  par  «,•  „ 
l' expression 

a;,n  =  («ï  ■+■  Pi  n  )  cos  n  cp  -|-  (7,  -+-  «î,-  n    sin  n  <p  , 

ou  n  représente  un  entier  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif, et  ekyjfii,  y,,  ai  des  constantes  arbitraires  indé- 
pendantes de  n,  le  déterminant 


■*/,„  = 


rti>   n  5        au.  n-H  1 (to,n-y-k 

al,ny         «l.n+l  , ■      «t,n+A 

('h.n,        û*,n+l  î ■      nk.n+h 


s  évanouira  toutes   les   fois  que   />  ^    3  .  et  pour  /«  =  3  il 
conserve  ta  même  valeur,  quelle  que  soit  celle  de  n. 

I '  -  \     Il 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  476  ^ 

voir  p.  170    . 

Par  MM.    Auphonse  PUJET  et  Emile  FRANÇOISE, 
lilèves  ilu  lycée  de  Caen  (classe  de  M.  Toussaint). 

Cercle  de  neuf  points . 
Soit  le  quadrilatère  plan  ABCD.  En  prolongeant  les 


côtés  d'après  l'énoncé,  on  forme  les  quatre  triangles 

AEB,     CED,     AFC,     EFD  ; 
(),  (V",  O'et  0"  sont  les  centres  respectifs  des  circonfé- 
rences circonscrites  à  ces  quatre  triangles. 

On  remarque  : 

i°.   Que  ces  quatre  circonférences  se  coupent  eu  un 
même  point  P. 

En  effet,  considérons   ce  point  comme  l'intersection 
des  deux  circonférences  O  et  O';  il  suffira  de  démontrer 


(  36*o  ) 
que  les  quadrilatères  EPCD  et  BPFD  sont  inseriptibles, 
ou  que  les  angles  EPC  et  BPF  sont  égaux  entre  eux  et  à 
180  — BOC;  or 

Le  quadrilatère  inscrit  FPAC  donne 

FPC  =  FAC. 
De  même  le  quadrilatère  inscrit  EPAB  donne 

EPB  =  EAB  =  FAC , 
donc 

FPC  =  EPB  ; 
d'où  nous  tirons 

FPC  +  BPC  =  EPB  +  BPC     ou  bien     EPC  =  BPF. 

Les  mêmes  quadrilatères  inscrits  donnent 

APF  =  ECD     et      APB  =  CED  ; 
donc 

APF  -f-  APB  =  BPF  =  ECD  -+-  CED  =  180  —  EDC. 

C    Q.     F.    D. 

?.°.  Le  quadrilatère  OO'Cy'O'"  est  inscriptible,  car 
les  angles  0"OOw  et  0/70'Ow,  égaux  respectivement  à 
EPB  et  FPC,  sont  égaux  entre  eux,  puisque  l'on  a 

EPB  =  FPC. 

Ceci  posé,  il  s'agit  de  démontrer  que  les  trois  droites 
EO,  DO"  et  CO'  se  coupent  en  un  même  point ,  et  que  ce 
point  appartient  à  la  circonférence  00'0"0'".  Or  l'angle 
OEA  est  le  complément  de  EPA  ;  O'DC  celui  de  ABD: 
mais  le  quadrilatère  inscrit  EPAB  donne 

/S 

EPA  =  ABD; 

donc 

OEA=  0"DC 


(  36i  ) 
Ce  qui  démontre  que  le  point  I  où  se  coupent  les  droites 
EO  et  DO"  appartient  à  la  circonférence  O'". 

Joignons  maintenant  IC  etCO';  ces  deux  droites  se 
confondent  en  une  seule,  car  on  a 

ECI  =  EDI=  90  —  BFD , 

ECO'  =  90  —  AFC; 
donc 

ECO'  =  ECI. 

C    Q.   F.    D. 

Reste  à  faire  voir  que  le  point  I  appartient  à  la  circonfé- 
rence OO'O^O"',  ou  que  l'on  a 

OIO"=00'0"; 

or, 

OIO"=  ECD  (angles  ayant  même  mesure), 

00' 0"=  APF  | angles  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires). 
Le  quadrilatère  inscrit  APFC  donne 

APF  =  ACD  ; 
donc 

010"  =  0  00". 

c.  q.  f.  n. 

On  démontrerait,  de  la  même  manière,  que  les  trois 
autres  points  I  sont  déterminés  par  l'intersection  des  trois 
circonférences  0,0',  O"  avec  00'0"0W.  Ce  que  dé- 
montre le  théorème  proposé. 

Remarque.  Il  y  a  un  autre  point  important  qui  appar- 
tientà  lamême  circonférence  OO^O^O"^  c'est  le  point  P. 
Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  quadri- 
latère OPIO"  est  inscriptible,  ou  bien  que  l'on  a 

•S       X\ 

POI  =  PO'  I  : 


(  36,  ) 
or, 

POI  =  2  PEI ,      PO"  I  =  i  PDI     et     PEI  =  PDI  ; 

donc 

POI=  PO"I. 

C.    Q.   F.   D. 


SÉRIE  LOGARITHMIQUE  D'EIÏLER. 


Euler,  dans  son  Calcul  différentiel  (cap.  VI,  §  1 45 ) , 
donne  pour  des  nombres  très-grands  cette  série  approxi- 
mative, 

.       r+j  iii  iv 

log ^  =  — 1 -+— ^+. 


y          x-\-i        x  •+-  2       .r-f-3             «4-/       ix[x-\-y  ) 
lorsque  x=jr,  négligeant  le  dernier  terme  j  on  a 

,ii  i 

log  2  =  — ■ 1 4- ...  H : 

x  -+-  i        a;  H-  2  2  x 

c'est  la  série  donnée  p.  463  (t.  XVII  des  Nouvelles  An- 
nales). [Commun  /que.) 

C'est  l'objet  de  la  question  158,  résolue  par  divers; 
M.  Alfred  Siebel ,  élève  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Zu- 
rich ,  a  envoyé  une  savante  solution  ,  fondée  sur  la  théorie 
des  séries. 


(  363  ) 
TRAVAIL  DANS  LA  POULIE  MOBILE 

(  voir  t.  XVI,  p.  344); 

D'après  M.  BUCH. 


Note.  Beaucoup  de  fautes  typographiques  défigurant 
cet  excellent  article,  nous  jugeons  utile  de  le  reproduire; 
nous  conservons  la  même  figure. 

1 .    Notations,   a        =  angle  de  la  puissance  P  et  de  la 
verticale  Q; 
w       ==  angle   du   chemin   élémentaire 

00'  et  de  la  verticale  ; 
s        =z  le  chemin  élémentaire  OO'  ; 
H'O  =  chemin  élémentaire  de  la  résis- 
tance =  s  cos  w. 
Donc 

Q.  H'O  =  Q  s  cosw  —  trav.  élém.  de  Q  ; 

la  différence  des  deux  chemins  FA -f- arc  AB  -f-  BE  et 
FA'+areA'B'-f-B'E  est 

FA  —  FA'-f-  arc  AB  —  arc  A'B'+BE  —  B' E  ; 

J'arc  GK  est  égal  à  lare  AB;  donc  cette  dernière  différence 
est  égale  à 

FA  —  FA'H-  arc  GK  —  arc  A'  B -f-  BE  —  B'  E  =  /  : 

niais 

arc  GK  —  arc  A'  B' .=  arc  GA'-f  arc  B'  K  ; 

donc  cette  différence  devient 

FA  —  FA' 4-  arc  GA'+  arc  B'K  -f-  BE  —  B'  E  =  l. 

Soit  C  lu  projection  orthogonale  de  A' sur  l'A,  FA  e« 
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FA'  étant  infiniment  rapprochés,  car  le  mouvement  osi 
élémentaire;  on  a 

FA'  =  FC     et     FA  —  FA'  =  AC , 

et,  par  la  même  raison, 

BE  —  B'E  =  BD, 

où  D  est  la  projection  de  B'  sur  EB. 

Soit  M  la  projection  de  G  sur  FA  ;  la  tangente  en  G  est 
parallèle  à  FA,  et  cette  tangente  coïncide  avec  l'arc  é/é- 
men  taire  A' G  ;  donc 

arc  GA'=  CM,     et      FA  —  FA'-t-  arc  GA'  =  AC  +  CM  =  AM. 

On  démontre  de  même  que 

BE  —  B'E  +  arcB'K  =  BD-bDN  =  BN, 

où  N  est  la  projection  de  K  sur  EB. 

Ainsi ,  la  différence  de  ci-dessus  devient 

AM  +  BN  =/, 

où  AM  est  la  projection  du  chemin  élémentaire  OO'  sur 
FA.  AM  et  OO'  faisant  avec  la  verticale  des  angles  a  et  w  . 
l'inclinaison  de  AM  sur  OO'  est  a  -\-  tù]  donc 

AM  =  00'  cos  (  a  +  w  )  =  s  cos  (  a  -H  w  ) , 
et ,  de  même , 

i;\  =n  00'  COS  (a  —  w)  =  S  COS  (a  —  m)  ; 

donc 

AM  +  BN  =  2.v  cos  a  cos  w  =  /• 

Le  travail  élémentaire  de  P  est  donc 
P/=  7.V  cos  a.  s  cos 

or  l'équation  d'équilibre  donne 

O  —  ? .  r  cos  v  ; 


(  365  ) 

donc 

V  l  =  Q  cos  a , 

c'est-à-dire  le  travail  élémentaire  de  P  est  égal  au  travail 
élémentaire  de  Q.  c.  q.  f.  d. 

On  voit  que  la  même  démonstration  aurait  lieu,  si  la 
poulie  était  une  courbe  quelconque,  et  si  le  déplacement 
était  infiniment  petit. 


RELATIONS  ENTRE  LES  POINTS  ET  TANGENTES  MULTIPLES 
DE  PLUSIEURS  ESPÈCES. 


m  =  degré  de  la  courbe  ; 

n  =  classe  de  la  courbe  \ 

ô  =  nombre  de  doubles-points  (par  lesquels  passent 
deux  tangentes)  -, 

y.  =  nombre  de  points  de  rebroussement  (doubles-points 
par  lesquels  ne  passent  qu'une  tangente  (points  station- 
nai res; 

i  =  nombre  de  points  d'inflexion  (  tangente  station- 
naire)  ; 

T=  nombre  de  tangents  double  (tangents  à  deux  points 
de  contact). 

(  I  )  n  =  ni1 —  ni  —  2  §  —  3  x , 

(  2  )  m  =  ri1  —  n  —  2  T  —  3  i , 

(3)  i   =3m1—6m—  6S  —  8x, 

(4)  x  =3n>—  6«  —  fiT  —  8/. 

Ces  quatre  équations  ne  constituent  que  trois  équations 
indépendantes  ,  car  3  (1)  —  (3)  donne 

(5)  x  —  i  =  3(/n  —  n); 
ce  qu'on  obtient  aussi  par  (2)  et  (4)- 
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Eliminant  i  gntre  ces  équations,  on  obtient 

j  2T  =  m  (m  —  2)  (m1—  9)  —  2(2^  +  3x)  (m*—  m  —  6) 

(7)  a(*-T)  =  (m-n)(«  +  «-M$i 

un  double-point  est  équivalent  à  une  condition,  et  an 
point  de  rebroussement  à  deux  conditions. 

(Salmon,  High.  curves,  §  100,  p.  90  -,  et  Steiner,  Crelle, 
t.XLVn,i856,p.  1.) 


ENVELOPPES. 


Su  MON  ,  Higher  curves,  ]>    i|  j 


1.  a,  î,  c,.  ..  étant  des  fonctions  linéaires  des  coor- 
données x,  y,  soit  donnée  la  relation 

n .  n  —  1 

T=  a  t"  -+-  nb t"-'  H et n_s  -+-...=  o , 

2 

où  «est  un  paramètre  variable;  de  sorte  que  T  représente 
une  droite  variable  dans  un  plan. 

Soit  TJ  =  o  l'enveloppe  de  cette  droite. 

Il  est  évident  que  U  est  de  la  classe  n  ;  car,  à  une 
seule  valeur  de  x,  y  et  t,  correspondent  n  droites  tan- 
gentes à  la  courbe  U  :  l'équation  U  — -  o  s'obtient  par  l'é- 
limination de  l  entre 


T  =  o     et     — -  =  o , 

rit 


ou  bien  entre 


d'ï  „  d'Y 

——  =z  o      et      n  Y  —  r  — —  =  o  : 
dt  dl 

dans  ectic  dernière  équation,  le  terme  en  1    disparaît; 


(  3(»-7  ) 
d'après  le  théorème  de  Caylcy  (t.  XII,  p.  3o,6),  les 
coefficients  des  deux  équations  montent  dans  chaque 
terme  au  degré  n —  i,  et  comme  ces  coefficients  sont  li- 
néaires, il  s'ensuit  que  le  degré  de  U  est  i  [n —  i).  La 
classe  devrait  être  dans  le  cas  général  i{ii  —  i)  [in  —  3); 
mais  elle  est  de  la  classe  n  :  donc  la  relation  T  =  o  ne 
peut  donner  les  courbes  générales  de  la  classe  n;  il  y  a 
donc  des  points  multiples. 

r>    ■         j        i  -n  dT  d'T 

t oints  de  re brous sèment.     1  =  o  ,   — - -  =  o  ,  — — -  =  o. 

dt  '    eh- 

n  (n  —  i ) c 

T  =  flf"+  nb  t"-1  H J '—  t'1-'1  H-  .  .  .  , 

i  .  i 

d'Y  ,  .  ,  n  —  i)(n  —  i)c 

—  —n\  atn'i-h(n  —  i)bt'l~ï-^- '- _/'<-'+...   I, 

)  dF  K  ' 

'a)   i         T  ,  v,  [n  —  2)(«  — 3)c  "1 

| 

I  =rt\b  r-'  ■+-  [n—  i  )ct"-i-+-  i fi - 

I   .2 

dT       d*T 

l  n  !  n  —  il— —  =  n(n  —  i  ) 

\  '  dt         dp  ,         K  ' 

i        T,       ,      /  *  (n—2)(n—3)  1 

(  (ji  —  l){b)~  t[c)  =  n(n  —  i) 

(d)   ' 

i    r    ,  /       ,  ,  («—2) («—3)*/"-'     i 

(  X    tf"!+(«- 2jrfr"-H-- & '- 1-...    =o. 

Eliminant  x  et  y  entre  les  équations  (a),  (c),  (d),  on 
obtient  une  équation  en  t  du  degré  3  (n  —  a)  ;  on  a  donc 
autant  de  points  de  rebroussement. 


tdT 
«T  —  — 
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Points  multiples.    Dans  la  relation  (i),  on  connaît  donc 
pour  le  cas  actuel  :  n  classe  de  U  ;  m  degré  et  k  nombre  de 
points  de   rebroussement.    Substituant   ces  valeurs,    on 
trouve  pour  le  nombre  de  points  multiples  o, 

S  =  2  (n  —  2)  (n  —  3). 

Points  d'inflexion.    T  =  o    et  — -  =  o    représentent 

deux  droites  qui  doivent  coïncider  aux  points  d'inflexion  • 
cette  identification  n'est  pas  possible  dans  le  cas  général. 

Tangente-double .   L'équation  T  =  o  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

*Fi(0+j^i<0 +  *",(»)  =0; 

pour  qu'il  y  ait  une  tangente-double,  il  faut  que  pour 
deux  valeurs  différentes  tt ,  t2  les  deux  droites  coïncident. 
Lorsque  n  =  3  ,  on  ne  trouve  qu'une  seule  double-tan- 
gente. 

Observation.  Lorsque  a,  b,  c  sont  des  fonctions  de 
degré  r,  l'équation  en  U  est  de  degré  2r(n  —  j). 

Ainsi,  si  rc  =  2,  r==i,  U  =  o  représente  une  conique. 

2.  Au"  -h  B/xp  4-  C  =  o  ;  A  ,  B ,  C  fonction  d'un  para- 
mètre variable. 

Equation  de  1  enveloppe  : 

nn  Ap  Qn-p  -±Zpn(n  —  p  )"-P  B"  =  O . 

Le  signe  -\-  pour  /;  impair  et  —  1  pour  //  pair. 

3.  A  cos'"  6  -+-  B  sin'"  9  =  C  ;  9  paramètre  variable. 
Équation  de  l'enveloppe  : 


Aa  -  «  -+.  B'2  -  "'  =  Ca  ~  m 
Ainsi,  toute  tangente  à  une  courbe  donnée  par  l'équa- 


"        (  369  ) 
lion   x"-+-  jn  =  a",    peut  être  exprimée  par   l'équation 

2  (  fi  —  I  )  2  (  H  —  l) 

J7COS0       "  -+-J       "         =«. 

4.    (  A  a  )"'•+- (B/3  )'"-{-  C'"=o,  a  ,  (3  paramètres  variables 
entre  lesquels  on  donne  la  relation  («.«)"-{-  (£(6)n-f-c"=o; 
A,  B,  C  fonctions  de  x,  y;  «,   b ,  c ,  m ,  n ,  constantes 
données. 
Soit 

mti 
~ t  ~  P- 


On  obtient  pour  équation  de  l'enveloppe  : 

(ÎM-b)H)'=- 

5.  Polaire  réciproque.  f(x,  y,  z)  =  o,  équation  ho- 
mogène de  la  courbe  ; 

-ri  >  ^i  >  z>  > 

coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe; 

équation  de  la  directrice  (cercle  imaginaire)  ; 

xx\  +  JTi-+-  zz"  =  °> 

équation  de  la  tangente  à  la  polaire  réciproque. 

L'enveloppe  de  cette  droite  donne  l'équation  de  la  po- 
laire réciproque;  les  paramètres  variables  xx ,  yx ,  z,  sont 
liés  par  la  relation  J  (xx,  yrx,  zt)  =  o,  il  suffit  d'éli- 
miner 2,  :  on  obtient  une  équation  homogène  en  Xi,yt. 
Ordonnant  par  rapport  à  xy ,  y, ,  et  écrivant  que  l'équa- 
tion a  deux  racines  égales,  on  obtient  l'équation  de  la 
polaire  réciproque,  car.r,  )',  z  sont  considérées  comme 
coordonnées  du  point  de  contact  de  la  droite  avec  la  po- 
laire réciproque. 

Ami.  de  Mathêmat..  t.  XVIII.  (Octobre  i85  24 
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Application, 
a  a-3+  a'y7-\-  a" z*-h  a"  z*-\-2.byz-t-  2b' zx  -+-  2  b" xy  =  o. 
Représentons  par  A  le  déterminant:  on  a 


A  =  a  b>+a'b"  +a"b">—  a  a' a" —  2  b  b'b". 


b\        b" 


b", 


l'équation  de  la  polaire  réciproque  relativement  au  cercle 
x*  -f-  j'2  -h  z2  =  o  est 

x1  A„  +  y-  Aa'  4-  z3  Aa</  -\-yz  àf  4-  zx  Ai'  -+-  rr  A4// 


". 


ou 


A„  = 


</.A 


A4  = 


f/.A 

~db 


L'équation  de  la  polaire  réciproque  se  déduit  doue  de 
l'équation  donnée,  en  remplaçant  le  coefficient  de  chaque 
terme  par  la  dérivée  partielle  analogue  du  déterminant. 

Il  y  a  deux  moyens  de  trouver  l'équation  d  une  polaire 
réciproque:  i°  comme  enveloppe  d'une  tangente  5  20  comme 
lieu  du  pôle  d'une  tangente.  iM.  Salmon  préfère  la  pr< 
tnière  méthode,  et  en  a  montré  l'application  aux  courbes 
du  quatrième  ordre.  {High.  curves ,  page  1015  i85a.) 
M.  Caylev  a,  lepremier,  donné  la  polaire  réciproque  des 
courbes  du  troisième  ordre.  (Canih.  and  l>al>.  mat. 
Journ.  ;  1. 1,  p.  97  ;  1846.) 

Note.  Sauf  une  plus  simple  démonstration ,  le  |>i<>- 
cédé  pour  la  limite  des  racines  décrit  page  3io  a  déjà 
été  donné  pai   VI.  Desboves  (t.  \lll.  p    (in:    1 85 
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CONSTRUCTION  1)1  CENTRE  DE  COURBURE  DE  l/ÉPICYCLOIRE  ; 

Par  M.  A.   MANN  H  El  M. 


1.  Désignons  par  f  (*)  le  centre  de  la  circonférence 
fixe  F  (**),  par  m  le  centre  de  la  circonférence  mobile  M 
qui  roule  sur  la  première,  et  par  d  le  point  de  contact  de 
ces  deux  circonférences. 

A  étant  une  courbe  quelconque  liée  à  la  circonférence 
M,  on  sait  que  le  pied  n  de  la  normale  abaissée  du 
point  d  sur  A  est  le  point  de  contact  de  cette  ligne  avec 
la  courbe  qu'elle  enveloppe  pendant  le  mouvement  de  M. 
Soi  ta  le  centre  de  courbure  de  A  correspondant  au  point  n  \ 
après  un  mouvement  infiniment  petit,  M  touche  F  au 
point  d',  A  touche  son  enveloppe  au  point  n' ,  et  la  ligne 
d'  n'.  normale  à  celte  enveloppe,  passe  par  la  nouvelle 
position  a' du  centre  de  courbure  a.  Les  droites  dn ,  d'n' 
sont  deux  normales  infiniment  voisines  de  la  courbe  en- 
veloppée, elles  se  coupent  donc  au  centre  de  courbure  de 
cette  courbe-,  elles  sont  aussi  deux  normales  infiniment 
voisines  de  la  courbe  décrite  par  a.  On  voit  donc  que, 
pour  un  mouvement  infiniment  petit  de  M,  la  courbe 
décrite  par  a  et  la  courbe  enveloppe,  de  A  ont  même 
centre  de  courbure  (***). 

2.  Plus  généralement,  deux  courbes  parallèles  enve- 
loppent deux  courbes  parallèles.  Cette  propriété  se  il<:- 
monlre  très- simplement. 

(*)  On  est  prié  de  faire  les  figures. 

("*)  La  ligne  fixe  sur  laquelle  s'effectue  le  roulement  dé  la  li;Tiie  mo- 
bile porte  le  nom  de  basfi  dé  la  roulette. 

**)  Des  méthodes  en  géométrie ,  par  M    PaulSerret,  p.  S3. 

M 


(  37*  ) 

3.  La  recherche  du  centre  de  courbure  de  la  courbe 
enveloppe  de  A  est  donc  ramenée  à  celle  du  centre  de  cour- 
bure de  répicycloïde  décrite  par  le  point  a. 

Joignons  le  point  a  au  point  d ,  nous  savons  déjà  que  le 
centre  de  courbure  est  sur  cette  droite.  Par  le  point  /', 
menons  parallèlement  à  uni  îa  droite  Jb,  qui  coupe  ad 
au  pointa;  les  triangles  adin  et  bdj  sont  semblables  :  on 
conclut  de  là  que  la  longueur^/;  est  constante. 

Le  lieu  décrit  par  le  point  b  lorsque  la  circonférence  M 

roule  sur  F,  est  donc  une  circonférence  ayant  le  point   / 

n  ,  ad    , 

pour  centre.  Ln  outre,  le  rapport  —  étant  constant,  on 

voit  que  la  normale  ad  est  partagée ,  par  trois  courbes 
connues,  dans  un  rapport  constant  :  on  peut  donc  ap- 
pliquer les  constructions  données  dans  le  numéro  de  sep- 
tembre 1857,  p.  323  (nos  5,  9,  11). 

Menons  au  point  d  la  tangente  commune  T  aux  deux 
circonférences  F  et  M,  au  point  a  la  perpendiculaire  T, 
à  art J,  au  point  h  la  perpendiculaire  T2  à  fb  ;  la  parabole 
tangente  à  T,  Tj ,  T2 ,  ad  touche  cette  dernière  au  centre 
de  courbure  de  l'épicycloïde  décrite  par  le  point  a  [t.  X\  1. 

p.  323,11°  M). 

Appliquons  la  construction  donnée  dans  le  même  vo- 
lume, au  n°  10  de  la  page  324.  La  normale  à  l'élé- 
ment  décrit  par  le  point  a  est  ad,  la  normale  à  l'é- 
lément décrit  par  le  point  d  est  fd,  et  la  normale  à 
l'élément  •décrit  par  le  point  b  est  fb\  il  faut  chercher 
une  droite  perpendiculaire  à  ad<\m  soit  partagée  par  ces 

trois  normales  dans  le  rapport  constant  —  ;    le  point  où 

cette  perpendiculaire  coopéra  ad  sera  le  centre  de  cour- 
bure cherché. 

Pour  cela,  élevons  au  point  d  une  perpendiculaire  à  ml: 
soient  p  et  <f  les  points  où  elle  COupe  an/  et   hf\  nie 18 
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fp  \  soit  a  le  point  où  elle  coupe  ad  :  ce  point  est  le  centre 
de  courbure  cherché,  car  la  droite  menée  par  ce  point 
parallèlement  à  dp  sera  perpendiculaire  à  ad  et  sera  par- 
tagée par  les  normales  ad,  df,  bf  dans  le  rapport  — 

ad 
°ndb- 

-i.  La  construction  se  réduit  à  élever  au  point  d  une 
perpendiculaire  à  ad,  cette  perpendiculaire  coupe  am  au 
point  p,  la  hgne  fp  coupe  ad  au  centre  de  courbure  a. 
Cette  construction  est  due  à  M.  Savary  (*). 

5.  Remarque.  Dans  le  cas  particulier  où  le  point  a 
est  sur  la  circonférence  M,  le  point  b  est  sur  la  circonfé- 
rence F,  et  le  point  a  est  alors  la  conjuguée  harmonique 
du  point  a  par  rapport  aux  points  <7,  b. 

On  déduit  facilement  de  là  que  l'épicycloïde  décrite 
par  un  point  de  la  circonférence  M  et  sa  développée  sont 
deux  courbes  semblables. 

6.  De  la  construction  générale  que  nous  venons  de 
donner,  on  déduit  la  formule  de  M.  Savary  de  la  manière 
suivante  : 

On  sait  que  :  Etant  donnés  un  angle  dont  le  sommet 
est  m  et  un  point  o  dans  son  plan,  on  a,  en  observant 
la  règle  des  signes ,  quelle  que  soit  la  direction,  d'une 
droite  passant  par  ce  point  et  coupant  les  côtés  de 
l'angle  aux  points  c  et  d, 

i  i  \         i 

=  const. 


od        ne  /  si  a  do  m 


(*)  Voir  Traité  de  Géométrie  descriptive  do  .M.  Leroy,  if   édition,  îil'c-'- 
p.  386. 

{"* )  Voir  Transformation  des  propriétés  métriques  des  figures,  p.  3. 
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D'après  cela,  dans  1  angle  npf  on  a 


<^x        f/a         \  df       dm  j  sinfdp 
d'où  la  formule  de  M.  Savarv 

\d-x        daj  df        dm 

Applications.  i°.  Une  parabole  roule  sur  une  droite 
T,  le  foyer  a  de  celte  parabole  décrit  une  courbe  [chaî- 
nette) ;  on  demande  pour  une  position  arbitraire  de  a 
le  centre  de  courbure  de  cette  chaînette. 

Soit  d  le  point  où  la  parabole  touche  T;  prolongeons 
da  d'une  longueur  égale  à  elle-même  jusqu'en  b\  au 
point  b  élevons  une  perpendiculaire  sur  lui ,  et  au  point  d 
une  perpendiculaire  sur  T  :  ces  deux  perpendiculaires  se 
coupent  en  ni,  centre  de  courbure  de  la  parabole.  Au 
point  d  élevons  une  perpendiculaire  à  ad  et  prolongeons 
cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  c  avec  am\  du  point  c 
abaissons  une  perpendiculaire  sur  T  :  cette  perpendicu- 
laire coupe  ad  au  centre  de  courbure  cherché.  On  voit, 
par  cette  construction,  que  le  point  b  est  ce  centre  de 
courbure. 

Remarques.  La  ligne  bd  est  tangente  à  la  développée 
de  la  chaînette  ;  la  portion  bd  de  celte  tangente  est  tou- 
jours partagée  en  deux  parties  égales  par  le  point  a  .  on 
déduit  de  là  (t. XVI,  p.  32Ô)que,  pour  obtenir  au  point/» 
le  centre  de  courbure  de  la  développée  de  la  chaînette,  il 
faut  prolonger  ml>  d'une  longueur  égale  à  elle-même. 

Dans  le  triangle  dbm,  mil  est  le  rayon  de  courbure  de 
ta  parabole,  bd  esl  égale  à  deux  loi-;  le  rayon  Ai-  cour- 
bure de  la  chaîuetlo  .  bm  esl  <  gale  au  rayon  de  courbure 
lé\  eloppée  de  la  chai  net  le;  en  désignant  par  >,/',,  /'. 
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ces  trois  rayons .  on  a 

relation  remarquable,  due  à  M.  Lamarle  (*). 

2°.  Soient  T  la  tangente  au  sommet  d'une  parabole, 
b  le  loyer  et  e  le  sommet  de  cette  courbe  ;  lorsqu'elle  roule 
sur  T,  supposée  fixe,  b  engendre  une  chaînette  C  tan- 
gente à  une  droite  S  menée  par  le  point  b  parallèlement 
à  T  :  nous  allons  faire  rouler  cette  chaînette  sur  la 
droite  S,  supposée  fixe ,  et  chercher  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  enveloppée  par  sa  base  T. 

Soit  a  un  point  quelconque  de  C;  il  arrivera  un  mo- 
ment où  ce  point  sera  sur  S.  Désignons  par  a1  cette  nou- 
\clle  position  du  point  rt,  la  droite  T  occupe  maintenant 
la  position  T';  nous  allons  chercher  pour  cette  position 
le  centre  de  courbure  de  ia  courbe  enveloppe  de  T. 

Cherchons  d'abord  le  centre  de  courbure  de  la  chaînette 
au  point  a'  :  en  ce  point  élevons  une  perpendiculaire  à  S, 
cetie  perpendiculaire  coupe  T' au  point  g  -,  en  prolongeant 
ga'  dune  longueur  égale  à  elle-même,  nous  obtenons, d'a- 
près ce  que  nous  venons  de  voir,  le  centre  de  courbure  de 
la  chaînette  pour  le  point  a'. 

En  appliquant  maintenant  la  construction  (4)  au  point 
qui  se  trouve  à  l'infini  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  a'  sur  T',  on  trouve  que  le  point  où  cette  perpen- 
diculaire coupe  T'  est  justement  le  centre  de  courbure 
cherché.  Puisque  la  droiteT  dans  ses  différentes  positions 
passe  constamment  par  le  centre  de  courbure  de  son  en- 
veloppe, cette  enveloppe  est  un  point,  et  ce  point  est  le 
sommet  e,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  b 
sur  T.  On  peut  donc  dire  :  Lorsqu'une  chaînette  roule 
sur  une  droite,  sa  base  passe  par  un  point  fixe ,  ou  en- 

ique  rft t  intrus  et  centres  de  cru 
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tore,  sa  tangente  au  sommet  enveloppe  une  circonfé- 
rence. 

Remarque.  Lorsque  la  chaînette  touche  S  en  a' .  e  est 
le  pied  de  l'ordonnée  du  point  a  ;  on  voit  immédiatement 
que  la  distance  eb  de  ce  point  à  la  tangente  S  est  con- 
stante, et  que  la  distance  ha'  est  égale  à  la  longueur  de 
l'are  de  la  chaînette  compris  entre  a'  et  le  sommet  de 
cette  courbe.  Si  1  on  désigne  par  a  la  distance  constante 
eb  ,  par  s  1  arc  compris  entre  a'  et  le  sommet  de  la  chaî- 
nette, par  tp  l'angle  de  S  et  de  T',  on  a 

s  =  a  tango , 

équation  très-simple  de  la  chaînette  entre  les  coordonnées 
s  et  i  [Eléments  de  Statique ,  par  M.  Poinsot). 


CONCOURS   D'ADMISSION   A  L'ECOLE   NORMALE  SUPÉRIEURE 

Composition  de  mathématiques  (année  1859): 

Par  M.   JALFROID, 
Professeur  de  mathématiques  au  colléj      i     I    ulon. 


Énoncé,  i".  On  donne  dans  un  plan  un  nombre  quel- 
conque de  points  :  trouver,  parmi  toutes  les  droites  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée,  et  situées  dans  ce  plan, 
celle  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  points 
donnés  est  un  minimum. 

■a".  La  direction  de  la  droite  venant  à  varier,  et  les 
points  donnés  restant  les  mêmes,  prouver  que  la  ligne 
(iui  remplit  la  condition  de  minimum  énon<  ée  plus  haut 
passe  par  un  point  fixe. 

3".  Combien,  pai  un  point  donne  du  plan,  peut-ou 
faire  passe)  de  lignes  telles,  que  la  somme  »le^  carrés  d< 


•" 


i  °: 

leurs  distances  aux  points  donnés  soit  égale  à  un  carré 
donné. 

4°.  Il  peut  arriver  que  les  lignes  qui  satisfont  à  la  ques- 
tion précédente  soient  imaginaires  :  cela  a  lieu  lorsque  le 
point  donné  est  dans  l'intérieur  d'une  certaine  courbe 
dont  on  demande  l'équation. 

5°.  On  peut  toujours,  quel  que  soit  le  nombre  des 
points  donnés,  et  de  quelque  manière  qu'ils  soient  placés , 
les  remplacer  par  trois  autres,  tels,  que  la  somme  des 
carrés  de  leurs  distances  à  une  droite  quelconque  du  plan 
soit  proportionnelle  à  la  somme  des  carrés  des  distances 
des  points  donnés  à  la  même  droite,  ou,  en  d  autres 
termes,  tels,  que  le  rapport  des  deux  sommes  de  carrés 
soit  le  même  pour  toutes  les  droites  du  plan. 

6°.  Les  trois  points  définis  dans  la  question  précédente 
sont  indéterminés  ;  trouver  la  courbe  sur  laquelle  ils  sont 
situés. 

7°.  Le  triangle  qui  a  ces  trois  points  pour  sommets,  a 
une  surface  constante. 

Notation.    [x',y'),  (x'\  y") , .  .  . ,  points  donnés. 

S  (x)  =  x'  -f-  x"  -+-  .  .  . , 

S(j)  =  /  +  /'■+- ..., 

S  (xy)  =  x' y'  -\-  x" y" -\-  .     ... 

Les  formules  de  transformation  des  coordonnées  ser- 
vent à  prouver  facilement  qu'on  peut  prendre  pour  ori- 
gine un  point  tel,  et  des  axes  rectangulaires  dirigés  de 
telle  manière,  que  l'on  ait 

S(x)  =  o,     S(>-)  =  o,     S(.rj)  =  o. 

i" .    Soit  m  le  nombre  des  points  donnés;  l'équation  cl 1 1 

problème  est 

S  (  y  —  ax  —  /'  '■ 

— '-  —  A». 


|    ï;8  ) 
ou 

(i)  S    .) : )  4-  a-  S  [x-)  -f-  mb2=  vi  4-  a1)  A  . 

La  condition  de  réalité  de  b  donne  pour  le  minimum 
de  A2,  que  je  représente  par  A'2, 

i  -+-  a- 

on  a  alors  b  =  o,  c  est-à-dire  que  la  droite  passe  par  l'o- 
rigine, et  cela  quel  que  soit  a. 

i°.  Le  centre  des  moyennes  distances  est  donc  le  point 
fixe  par  lequel  passe  constamment  la  droite  correspondant 
au  minimum,  lorsque  a  varie. 

3°.  Soient  (a,  fi)  un  point  donné;  y  —  fi  =  a  [x —  a) 
une  droite  passant  par  ce  point ,  1  ordonnée  à  l'origine  est 
fi  —  aa.  -,  portant  cette  valeur  à  la  place  de  b  dans  l'équa- 
tion (i),  et  développant,  on  obtient 

[  S  (.r2)  -+-  m  y}  —  A2]  à1  —  i  m  a.  $a  -+■  S  (  r:  )  h-  m  S2  —  A2  =  o 

Les  valeurs  de  a  qu'on  en  tire  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


>/■- 


/A2—  S(jrJ)n        A2—  S(V-)  A-— S(jr')      A*—  S  (r»l 

m  r,i  m  m 


S  r>::    -+-  m  y.1  —  A' 

On  peut  donc,   en  général,  par  un  point  donne,  faire 
passer  deux  droites  répondant  à  un  <  an  é  donné   \   . 

4°.  Si  la  quantité  sons  le  radical  est  négative,  a  est 
imaginaire;  le  point  donné  est  alors  dans  1  intérieur  de  la 
conique 

*   -S''"'Y;  ,    A^-S    »      v       A  -S    >■■  A-- S;  y  )  =  q 

m  m  m  m 

Lie  conique  est  une  ellipse  si  I  on  a  à  la  fois 

\ 
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<!est  une  hyperbole  si  A'J  est  compris  entre  S(.r2)  el 
S  (  > 2  )  :  on  ne  peut  pas  avoir  A2  égal  ou  plus  petit  que  la 
plus  petite  des  quantités  S  (<r2)  et  S  (  y2),  car  alors  a  est 
imaginaire,  quel  que  soit  le  point  donné. 

Si  A2  est  égal  à  la  plus  grande  de  ces  valeurs ,  a  est  tou- 
|ours  réel,  quel  que  soit  le  point  donné. 

En  faisant  a  =  o,  (3  =  o,  la  droite  considérée  passe  par 
l'origine,  et  la  condition  de  réalité  de  a  donne  alors  pour 
le  maximum  minimorum  et  le  minimum  minimorum  les 
quantités  S  (x2)  et  S  (y8),  les  axes  sont  alors  les  droites 
répondant  à  ces  valeurs. 

5°.  Soient  (/?,  q) ,  (/V,  q') ,  [p'\  q")  trois  points.  La 
cinquième  question  conduit  a  1  équation 

S(.r')  +  fl'S(.r')  +  »ifr _ 

S  >  ;  +  a,S(/?2)  -+-  3 £*—  2aS[pg)  —  2bS(q)  +  zabS(p) 

cette  équation  sera  satisfaite,  quels  que  soient  a  et  h ,  en 
posant 

m 

R=3- 

3  <r  +  <r  —  q"-  =  —  s  {y-  =  -i  h1, 

(4)  m  +  P  fï  +  P '"  <l"  =  ° r 

P  -+-  P'  +-P"  =  o^ 
(6j  q  H-  (/'  -+-  q"  =  O. 

Les  couples  (/;,  r/),  (/>',  q').  (//',  q")  entrant  de  la  même 
manière  dans  ces  équations,  l'élimination  conduirait  à 
une  équation  en  p ,  r/ .  identique  à  celle  qu'on  trouverait 
«'.;  //.  q'  ou  en  />  '.  r/''.  L'équation  en  /> .  ^7  sera  donc  le 
lieu  des  trois  points  considérés. 

Vvant  de  cher)  liei  ce  lieu,  non.-  allons  démontret  que 
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le  triangle  qui  a  ses  trois  points  pour  sommets  a  une  sur- 
face constante. 

Soit  T  cette  surface  ;  on  a  ,  après  toutes  réductions, 

Il  =  qp  —  pq'  +  q  p"  —  p>  q"  +  pq"  —  qp"  ; 

mais  les  équations  (5)  et  (6) ,  multipliées  respectivement 
par  q'  et  p',  puis  par  q"  et  //',  et  retranchées  ,  donnent 

qp'—pq'  —  q'  p"—  p'  q"  ~  pq"—  qp", 

on  a  donc 

2 

qp  _  pf/'  —  q'p»  _  p'  q"  —  pq"_  qp"  —  _  T  . 
élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

{qp'-pq'Y  +  Wp"-p'q"Y+{pq"-qp")  =  \v. 

Développant  et  se  servant  des  équations  (2),  (3)  et(4)r 
on  obtient 

6°.   Considérons  maintenant  le  système 

(7)  qp'  —  pq'  =  ^, 

(8)  pt+pp'+p'^g*, 

(9)  q*  +  qq'  +  p*z=h. 

Les  équations  (8)  et  (9)  ont  élé  obtenues  en  portant  dans 
les  équations  (2)  et  (3)  les  valeurs  de  p"  el  9"  fournies  par 
les  équations  (5)  et  (6).  11  s'agit  d'éliminer  p'  et  Centre 
ces  trois  équations. 

Portant  dans  I  équation  (8)  la  valeur  de  p1  fournie  par 
L'équation  (7),  simplifiant  à  L'aide  de  L'équation  (9),  on 
obtient  une  équation  du  premier  degré  en  q' \  résolvant 
el  portant  celle  valeur  de  q1  dans  L'équation  (9) ,  on  ob< 
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lient,  en  remplaçant  T!  par  sa  valeur. 

ce  qui  donne,  pour  le  lieu  des  irois  points  considérés, 
l'ellipse 

3^3  33 


TRANSFORMATION  DES  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  DES  FIGURES 

(voir  t.  XVII,  p  m); 

Par  M.  F AU RE, 

Capitaine  d'artillerie. 


Transformation  des  relations  de  segments. 

Transformer  liomographiquement  la  longueur  d'un 
segment  a'b'  d'une  droite  C\ 


8  bis.  Soient  sur  une  droite  C  deux  points  «,  b  cor- 
respondants aux  points  a'  et  b'  de  la  droite  C.  Prenons 
sur  la  droite  I  les  deux  points  p  et  /?,  qui  correspondent 
à  ceux  de  la  première  figure  situés  à  l'infini  sur  les 
droites  imaginaires  y'  =  ±  s/ —  i  x'.   Si  Ton  mène  les 
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droites  jxi.  }>{b,   on  formera  un   Lriangle  abc  qui  sera 
l'homologue  du   triangle  a  h'  c'  de    la  première  figure. 
construit  d'après  le  lemme. 

On  aura  donc,  d'après  la  relation  d'aire  (i)  (t.  X\  U  , 
p.  38a). 

a>b'c'  = 


: .  p .  7 

a ,  [5  ,  y  étant  les  distances  des  sommets  a  .  h  .  c  à  la  droite  1 . 
Mais,  d'après  le  lemme  cite. 


a  '  b'  i 
donc 


a'b'    =\m  s  -    . 

y. .  p  .  y 

La  longueur  a'b' se  trouve  ainsi  transformée, et  nous  n  in- 
troduisons dans  la  seconde  ligure  que  deux  nouveaux 
points/?  et/?!.  S'il  se  trouve  un  cercle  dans  la  première 
ligure,  il  lui  correspond  dans  la  seconde  une  conique, 
dont  les  points  d'intersection  avec  la  droite  I  sont  nos 
points  p  et  pt. 

9.  L  expression  précédente  peut  se  mettre  sous  une 
forme  plus  commode  pour  les  applications.  Menons  la 
droite  ce  parallèle  à  C  et  cri  parallèle  .,  I.   Les  droites  < 

el  l  se  coupent  au  point  C.  On  a 

abc  ab  .cd 

a.  p.  7        2. Ca  Cb.ce  sin   I 

cd         i'./J  .  tic         ('./ 


par  suite 


Cf  Cu.r/j  Cb.Cp 

cd         Cp.Cp,     ne  /'(    __  Cp  (./>      ab. 

['.u.C.  b     cp  .  cp         Cfl  A]  i)      pp,  .ce 
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donc 

cd  Cet  .Cpt   (il> 

ce  Ca  .Cb  . pp i 
el 

C/ic  rtè  Cp     Cj), 


*•?•?        Ca'.Cô'      /^'       asinV,! 

Si  l'on  pose 

2 m  y/ —  i  Cp.Cp 
R-  = 

on  aura 

(,)  a'/ï=Rû 


7..% 


Première  transformation . 

Appelons  ~  et  ~,  les  distances   des  points  />  el  p,    au 
segment  ab,  on  aura  aussi 


ab-=\J'- 


»»v—.*v««, 


et,  sous  celle  forme,  nous  dirons  que  /<7  longueur  d'un 
segment  d'une  figure  est  égale  à  la  longueur  du  seg- 
ment correspondant  divisée  pur  le  produit  des  distances 
de  ses  extrémités  à  une  droite  fixe  I,  multipliée  par  la 
racine  carrée  du  produit  des  distances  de  deux  point* 
fixes  de  cette  droite  au  segment  et  par  une  constante. 
La  formule  (i)  peut  s'écrire 

(  - 


de  sorte  que  si  la  distance  (3  est  infinie,  ou  a 

(3)'  a'f=-: 

dans  ce  cas  le  point  b'  est  situé  sur  la  droite  I 
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On  a  aussi 

ab 


a'b'  =  R 


Ca.Cb  sin  (C,I) 


Si  l'on  joint  un  point  quelconque  S  aux  points  a\  b' ,  C 
par  les  droites  A  ,  B,  S,  on  a 

tK\  n'h'-K  sin.(A,B)  _r 

xo}  sin(S,A)siu(S,B)'SC' 

SaO  SC 

Sab  indiquant  l'aire  du  triangle  Sab  ,  etc. 

On  pourra  prendre  pour  le  point  S  l'un  des  points 
doubles. 

10.  La  valeur  de  R"  est  affectée  du  signe  s/ — i,  mais 
on  voit  sans  peine  que  L'imaginante  n'est  qu'apparente; 
car  si  les  constantes  a,  b ,  c,  .  .  . ,  sont  réelles,  les  points 
p  et  pi  sont  imaginaires,  et  par  suite  l'expression  de  ppt. 
Si  au  contraire  ces  points  sont  réels,  il  faut  que  les  con- 
stantes a  ,  b  ,  c  ou  a',  b'  et  c'  soient  imaginaires  ,  et  alors  ni 
le  sera  aussi. 

il.  On  peut,  au  reste,  l'aire  disparaître  le  signe  \J — i 
en  introduisant  dans  la  formule  le  milieu  t/  du  segment 
ppi  et  le  point  C,  conjugué  harmonique  du  point  C  re- 
lativement aux  points/?  et  px.  On  a,  en  effet,  les  relations 


PP\    =  4  Cq.Clq1 
Cp.Cp,  =  Cq.CC,  ; 


R':=  m  CC, 


v/ç±. 


1*2.   Cas  particuliers,    i".   La  droite  I  est  à  l'infini. 
On  a  ainsi  le  mode  particulier  d  homographie  dans  le- 
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quel  à  des  droites  parallèles  dans  lune  des  figures  corres- 
pondent des  droites  parallèles  dans  l'autre. 

Soientdans  la  deuxième  figure  deux  droites  P,Pi  corres- 
pondant respectivement  aux  droites  y'  =  ±  s/  —  i  od  de  la 
première.  Le  segment  ab  étant  l'homologue  du  segment 
a' b',  menons  ac  parallèle  à  P,  bc  parallèle  à  Pt  ;  le 
triangle  abc  correspond  au  triangle  a'  b' c'  du  lemme,  de 
sorte  que  si  l'on  a  égard  à  la  relation  d'aire  fjui  a  lieu  poui 
ce  cas  (6) ,  on  aura 

1  a     b 

a'  b'    —  4  c"  y  —  l 


b 


abc 


Cette  relation  fait  voir  qu'un  théorème  étant  démontré 
dans  le  cas  général  (8) ,  on  aura  celui  qui  lui  correspond 
dans  le  cas  actuel,  en  remplaçant  par  l'unité  celles  des 
distances  a  ,  |3 , .  .  .  qui  deviennent  infinies. 

2°.  Les  droites  imaginaires  y'=  ±  \j —  i  x'  de  la  pre- 
mière figure  coïncident  avec  leurs  analogues. 

Si  l'on  appelle  S  le  point  d'intersection  des  droites  P 
etPj  qui  correspondent  aux  droites  imaginaires  de  la  pre- 
mière figure,  les  lignes  SC,  SCt  seront  à  angle  droit,  et 
S<7  sera  perpendiculaire  sur  I  (il  faut  se  rappeler  que  les 
droites  y  =  ±  sj — i  x  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  deux  côtés  d'un  angle  droit). 

Dans  la  valeur  de  R2  (14)  on  peut  donc,   au  rapport 

Ciy         ,  ,     ,  SC  .    ,,  . 

— -^-?  substituer  son  égal  — :  ,    et   si    Ion  remarque,   de 

?C|  SC, 

— — 7   m 
plus,  que  CCt  .S<7  =  SC.SCj ,  on  aura  R2  =  SC  —  ?  de 

S^ 

sorte  que  la  formule  (i)  devient 


_      I  m      rt6.SCsin(C.I) 
~\Wq'  a. (3 


le  radical  est  ici  constant. 

Ann.  de  Mathémai,,  t.  XVlll.  (Octobre  i85g0 
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Si    l'on     exprimé    analytiquement    que    les    droites 

y'=  ±  ^ — i  oc'  coïncident  avec  leurs  homologues 

a'  x  -+-  b' y  -h  c  =  db  V       l  («^  +  i/  +  (.'), 
on  trouve  les  relations 

a'  =  ±Lb,      bf  =  ±a,      c  =  e'  =  o, 
de  sorte  que  les  formules  de  transformations  deviennent 
_j  ax  -+-  by  t  ZfZ  bx  zfc  ay 


a"  x  -+-  b"y  +  c"        J  a"  x  -j-  b" y  -h  c" 

Transformation  des  relations  d'angles. 

Transformer  homo graphiquement  les  lignes  trîgono- 
mé triques  d'un  angle  et  l  angle  lui-même. 

13.   Soient  a'b'c'  un  triangle  .  abc  le  triangle  homo- 

graphique 

ia!  b' c 

sin  a'  =  -— —  ; 

a  b  .  a  c 

daprès  nos  relations  d'aire  et  de  segment,  on  a 

,   Lf     ,  abC 

a  b  c  —  m  > 


a. p. 7  ' 


ppt  Ca  .Cb  sin  (C,  I 


«.v  =  V/- 


y  —  i  Bp ,  Bpt       ac 


ppt  Ba.bc  sin(B,  I 

dans  ces  formules,  B  et  C  indiquent  les  droites  formant 
les  côtés  de  l'angle  a  qui  correspond  à  l'angle  donné  a', 
nous  désignons  par  les  mêmes  lettres  les  points  où  ces 
deux  droites  rencontrent  la  droite  I 

Remplaçant  dans  l'expression  de  sin  a',  on  obtient, 
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après  simplification, 


i  BC.vp, 

sin  a  =  - 


2  \/—Cp.Cpl.Bp.Bpl 
Soit  r  le  rapport  anharmonique  des  points  p,  px ,  B ,  C, 

_  Cp     Bp 
r~Cp~{'BF~l' 

on  pourra  mettre  la  relation  précédente  sous  la  forme 

i   i  —  r 

sin  a'  — : 

2y/-r' 

d'où  l'on  déduit  aussi 

n  +  r  t  i  —  y^    / 

eus  a  = =—      et      tang  -  a  = —  y  —  i . 


2 


v/r  2         .     ,  +   ^ 


Ces  formules  serviront  à  transformer  une  quelconque  des 
lignes  trigonométriques  d'un  angle. 

Si  l'on  veut  transformer  l'angle  lui-même,  on  remar- 
quera que  les  formules  précédentes  donnent 

cos a'  —  sin  a'  y —  i  =  yr  ; 
d'où 

af==      '°gr 

2  y' —  i 

relation  très-élégante,  due  à  M.  Laguerre-Werly.  On  y 
parvient   en    cherchant  le    rapport    anharmonique   des 

droites  B,  C  et  y  =  ±  y7—  i  #• 

Transformer  homo graphiquement  la  distance  d  un 
point  c'  à  une  droite  C 

14.  Prenons  deux  points  arbitraires  a'  et  b'  sur  la 
droite  C,  de  manière  à  former  le  triangle  a'b'c'.  Dési- 
gnant par  h'  la  hauteur  de  ce  triangle  correspondant  au 

25. 


sommet  c', 
d'où 
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la'b'c  =a'b'  .h'  ; 


a.a'b'c' 


a'V 
Soit  abc  le  triangle  homographique.  On  a 

abc 


et,  formule  (7), 


a-P-7 


a'  h'  =  K  !m  ^~~*      ah  ^" '  'T" 
'  V  "     pp.  a.  S 


pp, 

par  suite , 


V    2  1/ —  1  ab  .y  dit  .7T, 


y/ —  I  ff&  .7  v/' 
et  A  désignant  la  distance  du  point  c  à  la  droite  a&  ou  C . 


V    2  V —  I  7  V7r.7r, 


dans  cette  relation  y  exprime  ,  comme  précédemment ,  la 
distance  du  point  c  à  la  droite p  ,  px  ct7r,7r,  sont  les  dis- 
tances des  points  fixes  p  et  px  à  la  droite  C. 

La  distance  cVun  point,  à  une  droite  est  égale  à  la 
distance  correspondante  dans  la  figure  homographique 
divisée  par  la  distance  du  point  qui  correspond  au  point 
donné  à  la  droite  I ,  par  la  racine  carré  du  produit  des 
distances  de  deux  points  fixes  de  cette  droite  à  la  droite 
qui  correspond  à  la  droite  donnée  et  multipliée  par  une 
constante. 

(  Les  Applications  prochainement . 
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QUESTION  D'EXAMEN  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE). 


\.  Si  la  différence  miùme  d'une  fonction  f  (x)  est  con- 
stante ,  la  fonction  est  algébrique  entière  et  du  de- 
gré m  (*). 

i°.  Lorsque  la  première  différence  d'une  fonction 
f  (x)  est  une  quantité  constante  c ,  la  fonction  est  entière 
et  du  premier  degré. 

Soit  h  la  différence  constante  de  la  variable;  on  aura  , 
par  hypothèse, 

(1)  /(*  +  h)  --/(*)  =  c; 

et,  en  égalant  les  dérivées,  par  rapport  à  #,  des  deux 
membres  de  l'équation,  (i) ,  il  viendra 

f>(x-hh)-f'{x)  =  o     ou    /'  (ar  +  h)  =/'(*)• 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  dérivée  de/^-r) 
reste  invariable  quelle  que  soit  la  valeur  substituée  à  x, 
àonC)f(x)  est  une  fonction  entière  du  premier  degré. 

2°.  Lorsque  la  première  différence  d'une  fonction 
f'(x)  est  un  polynôme  entier  du  degré  n,  la  fonction  est 
un  polynôme  entier  du  degré  (n  -f- 1). 

En  effet ,  par  hypothèse  ,  on  a 

(2)  f(x-\-h)  —/(a?)  =  Ax",-\-Bxm-i  +.  .  .+  R. 

Puis,  en  prenant  les  dérivées  de  l'ordre  (n  4- 1)  par  rap- 
port à  x , 

/b-m  (*  Hr  A)  —  /„+,  (.r)  =  o  , 


(*)  C'est  la  réciproque  de  cette  proposition  du  Programme  officiel  :  La 
différence  de  l'ordre  m  d  une  fonction  entière  du  degré  m  est  constante  si  la 
différence  de  la  variable  est  elle-même  constante. 
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ou 

/„+,(>-»-  h)=/n+l(x)  ; 

doù  l'on  conclura  ,  comme  précédemment ,  que  la  dérivée 
de  l'ordre  (n  -+- i)  def(x)  est  constante,  et  que,  par  con- 
séquent, f{x)  est  une  fonction  entière  du  degré  (rc-t-i). 
Au  moyen  de  ces  deux  remarques ,  il  est  facile  d'éta- 
blir la  proposition  (1).  Car,  d'après  la  première,  si  la 
différence  m,e'"e  de  f  {oc)  est  constante,  la  différence 
[m  —  iyème  de  f(x)  est  une  fonction  entière  du  premier 
degré.  Donc  (20) ,  la  différence  (m —  i)leme  sera  une  fonc- 
tion entière  et  du  second  degré.  Et  ainsi  de  suite.        G. 


NOTE 

Sur  une  démonstration  d'un  théorème  de  mécanique  énoncé  par  Euler 


Dans  le  mouvement  iV un  corps  rigide ,  il  est  toujours 
possible  d'assigner  une  droite  passant  par  un  point  ar- 
bitraire du  corps ,  mobile  avec  lui  et  telle ,  qu'au  bout 
d'un  temps  fini  quelconque,  elle  se  trouve  parallèle  à 
sa  direction  initiale. 

Le  théorème  d'EuLER  revient  évidemment,  comme  le 
fait  observer  M.  Brioschi  (*) ,  a  cette  proposition  de  géo- 
métrie élémentaire  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires 
ayant  la  même  origine,  on  peut  déterminer  une  droite 
passant  par  celte  origine ,  et  telle,  quune  rotation  au- 
tour de  cette  droite  amène  l  un  des  systèmes  à  coïncider 
avec  Vautre ,•  proposition  qui  ne  diffère  pas  de  celle-ci  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires 

I  héorie  des  délermituuU   .  1 
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(OX,  OY,  OZ) ,  (OX',  OY',  OZ')  ,  de  nicme  origine,  on 
peut  déterminer  une  droite  (OH)  passant  par  l'origine, 
et  qui  fasse  avec  les  axes  OX',  OY',  OZ'  des  angles 
HOX',  HOY  ',  HOZ'  respectivement  égaux  aux  angles 
HOX,HOY,  HOZ. 

Il  est  facile  d'établir  l'existence  de  la  droite  en  ques- 
tion dans  ce  dernier  énoncé.  Car,  si  l'on  mène  les  bissec- 
trices OA  ,  OB  des  angles  X'OX,  Y'OY,  et  qu'ensuite  on 
élève  par  OA  et  OB  des  plans  perpendiculaires  à  X'OX, 
Y'OY,  l'intersection  OH  de  ces  deux  plans  sera  précisé- 
ment la  droite  cherchée. 

En  effet,  il  est  clair  qu'on  aura  d'abord  HOX' =  HOX 
et  HOY'  =  HOY;  d'ailleurs,  X'OY/=  XOY  comme 
droits  :  donc  les  deux  angles  trièdres  OHX'Y',  OHXY 
ont  leurs  trois  faces  égales  chacune  à  chacune,  et,  par 
conséquent ,  ces  deux  trièdres  sont  égaux  dans  toutes  leurs 
parties.  Il  en  résulte  que  les  inclinaisons  de  la  droite  OH 
sur  les  plans  OX'Y',  OXY  sont  égales  entre  elles-,  d'où  il 
faut  conclure  que  cette  droite  fait  aussi  des  angles  égaux 
avec  les  deux  axes  OZ',  OZ  perpendiculaires  aux  plans 
OX'Y',  OXY.  La  propos! I ion  est  ainsi  démontrée. 

L'égalité  HOZ  =  HOZ'  montre  que  la  droite  OH  est 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  ZOZ'  et  passant 
par  la  bissectrice  OC  de  l'angle  ZOZ'.  Donc  les  trois 
plans  respectivement  perpendiculaires  à  X'OX,  Y'OY, 
Z'  OZ ,  et  menés  par  les  bissectrices  OA ,  OB ,  OC  des  an- 
gles X'OX,  Y'OY,  Z'OZ  se  coupent  suivant  une  même 
droite. 

On  peut,  sans  difficulté,  reconnaître  que  les  trois  an- 
gles dièdres  X'OHX,  Y'OHY,  Z'OHZ  sont  égaux  entre 
deux,  et  que  la  valeur  de  ces  dièdres  représente  l'angle  de 
la  rotation  qui  amène  l'un  des  deux  systèmes  d'axes  à 
coïncider  avec  l'autre. 

M.  Brioschi  a  donné,  de  la  proposition  que  nous  ve 
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nous  d'exposer,  une  démonstration  analytique  qui  offre 
une  application  remarquable  de  la  théorie  des  détermi- 
nants. 

Si  l'on  désigne  par  x ,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  droite  cherchée  (OH) ,  rapporter  aux 
axes  OX,  OY,  OZ5  et  par  (at ,  £,,  ct  ) ,  (rt2,  &s,  câ), 
(a3,  £>3,  c3)  les  cosinus  des  angles  que  les  droites  OX',  OY', 
OZ'  forment  avec  les  axes  de  coordonnées  OX,  OY,  OZ  ; 
les  égalités  HOX'  =  HOX,  HOY'=  HOY,  HOZ'  =  HOZ 
donnent  lieu  aux  équations 

(1)  (a,  —  i)x  4-  £,;>  -t-  c{z  =  o, 

(2)  aix-\-(bJ —  i)y-\-c2z  —  o, 

(3)  a3x  +  b3  }  +  (c3  —  i)  z  =  o, 

qui  représentent  trois  plans  dans  lesquels  la  droite  que 
l'on  cherche  doit  se  trouver.  Tout  se  réduit  donc  à  faire 
voir  que  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même 
droite,  c'est-à-dire  qu'on  a 

(a,  —  1),  bt,  c, 
«2,  {bt — 1),  c2 
a3,    b,,    (c3  —  1) 

Or.  c'est  là  une  égalité  que  M.  Brioschi  a  très-simple- 
ment déduite  d'une  proposition  plus  générale  de  la  théorie 

des  déterminants. 

11  est  à  remarquer  que  les  plans  représentés  par  les 
équations  (1),  (2),  (3)  sont  perpendiculaires  aux  plans 
X'OX,  Y'OY,  Z'OZ,  et  passent  par  les  bissectrices  des 

angles  X'OX.  Y'OY,  Z'OZ:    de    sorte  ([lie  relie  solution 

analytique  conduit  au  procédé  graphique  que  nous  iumii- 
indiqué  pour  déterminer  la  droite  cherchée.  <»• 
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QUESTION  DU  PROGRAMME  OFFICIEL  : 

Equations  les  plus  simples  des  livpcrboloïdes  à  une  nappe  et  à  deux  nappes. 


S'agit-il  de  trouver  les  équations  des  hyperboloïdes 
rapportés  à  leurs  plans  principaux  ,  ou  de  représenter  ces 
surfaces  par  des  équations  réduites  au  plus  petit  nombre 
de  termes  possible?  La  question  ne  manque  pas  d'intérêt 
pour  les  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique,  car,  aux  exa- 
mens d'admission,  on  a  proposé  de  réduire  l'équation 

x1  -f-  2 y'  -f-  lyz  •=.  i 

à  sa  forme  la  plus  simple. 

L'équation  des  hyperboloïdes  rapportés  à  leurs  plans 
principaux  est ,  comme  on  sait , 

—  -4-  J—  —  —  =  -4-  i 
a7         b2       c2  ' 


Mais,  la  différence  de  carrés,  (  —  —  —j  »  peut  être  re 
placée  par  un  rectangle     -+-    X    t 


m- 


-  h  et  il  en  re- 
CJ 
sidte  qu'au  moyen  d'une  transformation  de  coordonnées, 

le  premier  membre  de  l'équation  est  réductible  à  deux 
termes.  Pour  effectuer  cette  réduction  ,  il  suffit  de  rap- 
porter la  surface  aux  trois  plans 

b        c  b        c  v 

(*)  Les  deux  premiers  sont  tangents  au  cône  asymptote 

x'       y%       z'  _ 
.r         b1         C° 

e  l'.n  les  deux  <:.  ii.i .mi  h  i     de  i  onlacl 


(  fe4  ) 

z    r 


puisque  les  fonctions  y +  ->  V deviennent  alors  des 


monômes. 

D'après  cela  on  voit  que  les  hyperboloïdes  peuvent  tou- 
jours être  représentés  par  une  équation  de  la  forme 

M.r?  +  Nj;  =  P, 

et  cette  équation  est  évidemment  1" équation  la  plus  simple 
des  hvperboloïdes ,  si  l'on  fait  consister  la  plus  grande 
simplicité  dans  le  plus  petit  nombre  de  termes. 

La  détermination  des  coefficients  M,  N,  P  de  l'équa- 
tion réduite  ne  présente  aucune  difficulté  d'analyse;  les 
valeurs  de  ces  coefficients  s'obtiennent  par  l'application 
des  formules  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Pour  considérer  le  cas  le  plus  général,  supposons  qu'un 
hyperboloïde  soit ,  d'abord ,  donné  par  l'équation  complète 

|         A.rJ-f-  A'j2-+-  A"zJ-f-  2B  jz  +  llù'.rz-\-lWxj- 
^     j  -+-  aCr-f-  aC'j  -h  2  C"  z  4- D  =  o. 

La  résolution  des  équations 

fera  connaitre  les  coordonnées  a,  (3,  y  du  centre.  Et,  eu 
en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  au 
centre,  l'équation  de  lhvperboloïde  deviendra 

(2)     A.r'-4-A/j-+  A'V-f-  2Bjz  +  2B'xz+  iB" ry  —  P, 
en  désignant  par  P  la  quantité  connue 

_(Ca-hC'6  +  C*7  4-  D). 

On  pourra  ensuite,  par  la  décomposition  en  carrés  <)'• 
!,i  fonction  quadi  atique, 
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donner  à  l'équation  (2)  la  forme 

(3)  FJX2+G2Y2  — H2Z'=P, 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  rapporter  la  surface  aux  trois 
plans 

(4)  GY-f-HZ  =  o,     GY-HZ=o,     X  =  o, 
pour  que  son  équation  se  réduise  à 

(5)  M*2-4-Njz  =  P. 

Remarquons  que  pour  établir  les  formules  de  transfor- 
mation de  coordonnées  qui  servent  à  rapporter  la  surface 
au  système  défini  par  les  équations  (4) ,  il  suffit  de  con- 
naître les  cosinus  des  angles  que  les  nouveaux  axes  for- 
ment avec  les  anciens.  Or  les  nouveaux  axes  ont  pour 
équations 

(Y  =  o,Z  =  o),      (GY+HZ  =  o,   Xz=o), 
(GY-f-HZ=o,  X  =  o), 

et  l'on  sait  comment  se  déterminent  les  cosinus  des  an- 
gles qu'une  droite  forme  avec  les  axes,  lorsque  ses  équa- 
tions sont  données. 

Comme  exemple,  considérons  l'hyperboloïde  à  une 
nappe  déterminé  par  l'équation 

x7  +  1  y7  -+-  2 yz  =  1      ou     x-  -+-  iy  (  y  -+■  z)  =  1 . 
En  rapportant  la  surface  aux  trois  plans 
y  =  o ,      j  +  î=o,     x  —  o  , 
son  équation  prend  la  forme 

x1  4-  h  .  yz  =  1  ; 
h  est  une  constante  doui  il  faut  Irouvei  la  valeur. 


Les  nouveaux  axes  ont  pour  équations 

(r  =  o,z  =  o),      (jr  +  z=o,  x  =  o),     (y  =  o,  .r  —  o); 

il  en  résulte  que  si  l'on  désigne  par 

(a,  6,  7),      («',6',7')r      («",  6",  /') 

les  angles  qu'ils  forment  avec  les  anciens  axes  supposés 
rectangulaires,  on  aura 


cos  a.  =   i  , 

cos  6  =  o , 

cos  7=0; 

cos  a'  =  o, 

cos  6'  = =  ) 

V2 

,    i 
COS7  =-=; 

V2 

cos  a"  =  o , 

cos  S"  =  o , 

cos  7"=! . 

Par  suite,  les  formules  de  la  transformation  des  coordon- 
nées deviendront 

y'     .-y',> 

\j2.  \/2 

La  substitution  de  ces  expressions  à  x,  y,  z  dans 

x"--\-iy(y  +  z)  =  l 
donne  immédiatement 

x'7 —  y'z'^2.=.i      ou     x*  —  yz  y/2  =  i , 

pour  équation  réduite  au  plus  petit  nombre  de  termes 
On  trouvera  de  même  que  l'équation 

x'1        y"1        z7 

H1  +  T'~  c7 ~~  ' 

se  réduit  à 

x1  ^yz 


=  r 


a*        b- 
lorsqu'on  rapporte  I  li\  perboloïde  aux  plans  que  les  i  • 
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lions 


y  ,  z  y      z 

b        c  oc 


représentent 


REMARQUE 

Sur  une  proposition  relative  à  la  convexité  et  la  concavité  des  courbes. 


Dans  la  plupart  des  livres  qui  traitent  de  la  construc- 
tion des  courbes,  on  trouve  la  proposition  suivante  : 

Une  courbe  est ,  en  un  de  ses  points ,  convexe  ou  con- 
cave vers  l'une  des  x ,  suivant  que  l'ordonnée  de  ce  point 
et  sa  dérivée  seconde  ont  le  même  signe ,  ou  des  signes 
contraires. 

Il  conviendrait,  je  crois,  d'ajouter  que  cette  proposi- 
tion peut  être  en  défaut  dans  le  cas  général  des  coordon- 
nées obliques.  L'hyperbole  xy  =  i  en  offre  un  exemple. 
Il  est  évident  que  pour  tous  les  points  de  la  branche  si- 
tuée dans  l'angle  des  coordonnées  positives,  l'ordonnée 
et  sa  dérivée  seconde  ont  constamment  le  signe  plus ,  et  il 
n'est  pas  moins  clair  que  si  cet  angle  est  aigu,  une  partie 
de  la  branche  d'hyperbole  qu'il  contient ,  tourne  sa  con- 
vexité vers  l'axe  des  a:,  tandis  que  l'autre  partie  est  con- 
cave par  rapport  au  même  axe.  G. 


MÉTHODE  D ÉLIMINATION, 

D'après  M.  CAYLEY. 


1.  Lemme.  Soient  m  et  n  deux  nombre.-,  entiers  posi- 
tifs, et  n  >  m. 


On 
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x"1  y" —  x"jm  =  xm y"'  (  y  —  x) 


X  (y"-" 
Soient,  i° 


,« — m — 3  ^.2 


-1   _j_  y>—m-2  T_)_y, 

y  x  =  ax  -+-  b  =  o , 
■if  («)=  OLX  -\-  6  =  O, 


on  a 


?(-r)^(r)  — ?(j)^(^) 

y  —  x 


a  6  —  a  è  = 


*,      P 


égalant  ce  déterminant  à  zéro  ,  on  a  la  résultante  des  deux 
équations. 

2°. 

<p  (x)  =  rt.rJ  -f-  £.r  4-  c  —  o , 

•ty  (x)  —  ctx2  -\-  ftx  -\-y  =  o, 


on  obtient 


<p(-r)^(j)  —  tW^(«) 


j  —  ^ 

=  {bx  —  S  a  )  a:  r  4-  (  c  «  —  7 a)  ( x  4-  J )  4-  c Ç>  —  7  b . 

Représentons  par  dax'  y*  un  terme  quelconque  de  cette 
expression  ;  il  faut  donner  à  i  et  à  à  les  valeurs  o  et  r . 

Posant 

,7„„  =  c  8  —  7  /> , 

•/, ,  =  c  a  —  7  a  , 
rfl0  =  c-a  —  ya  , 
rln  =  ba.  —  6<7  ; 

.vu  aura 

<-/,„     ^01 

rf|0        rfu 

telle  esl  la  résultante. 
3°. 

<j>  o:  =  ax"  4-  6x"_'  4-  Oc"      -)-...  =2  o  , 
J,  (x)  =  xx"  4-  P«"~'  4-  y*"    '  4-  •  •  •  =  o. 
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Le  quotient — ■ .  d  après  le  lemme  1  , 

y     * 

est  une  fonction  entière  en  x  et  y,  où  chaque  ternie  est  de 
la  forme  diix'yk  :  par  exemple,  on  a 

(67  —  p a)  (a:"-1  r"~~2  ■r"-2 yn~ ■  ) ,    i  —  n  —  1 ,  k  =  n  — p2  ,    .  .  .  ; 

dlk  est  une  fonction  des  coefficients  des  deux  équations,  et 
on  a  pour  résultante  le  déterminant 


00 

01 

02 

10 

I  1 

12 

20 

21 

21 

0  .  n  —  i    I 

1  ,n —  1    I 

2  .  n —  i    l=o; 


n — 1.0.    n  —  1  1  ...    n — \.n — 1 

le  déterminant  d  est  sous-entendu. 

Observation.  Cette  méthode  revient  à  la  méthode  dite 
abrégée  de  Bezout.  (  FoirFaa  de  Bruno,  Théor.  générale 
de  l'élimination,  p.  53.) 


NOTE  SIR  LES  FOYERS  DES  COURBES  PLANES 


1 .   Soient 


on  a 


tang  œ  =  a  •+■  bi , 
tang  -if  =z  a  —  bi; 


tang  (  y  ■+■  4. 


U  — 


x  —  a2--  b* 
Lorsque  a  =  o ,   tang  (œ  -+-  ij/)  =  o. 

2  bi 


réelle'. 


tang(<p  —  ^)  = 


1  +  a1  -+-  b2 


alors 
2. 


(  4<>o  ) 

a2 -h  fc=\, 

tang  (T  —  <|»  )  =  bi. 

i 
tango  =  i  =  —  -, 


i 

i  -h  tariii2  0  =  0=  — - 


d'où 

ci,  de  menu-, 
3. 


cos  »  =  oc 
sin  <p  =  oo  . 

r  =  xi, 
x 


deux  droites  imaginaires  identiques  et  satisfaisant  pour- 
tant à  la  condition  de  la  perpendicularité  afl'+i  =  o, 

tan-  (o  +  *)  =  /  +  ta"g^   =  (^-f-taDg^)(/  +  /tang|) 
oV'        ry        1  —  /tang-.!/  1+tang1^ 

—  (  sin  •}  -+-  /'  cos  -A  )  (  cos  <J*  -+-  i  sin  ip  )  =  1  =  tang  <p  ; 

donc  la  droite  imaginaire  qui  a  pour  équation  y  =  xi . 
fait  avec  une  droite  quelconque  un  angle  dont  la  tangente 
est  constamment  égale  à  15  résultat  purement  analytique  : 

on  suppose  les  axes  rectangulaires. 

4.  Etant  donnée  une  courbe  plane  C„ ,  si  parmi  les 
//  (//  —  1)  tangentes  qu'on  peut  mener  il  un  point  a 
situé  dans  le  plan  de  la  courbe,  il  s'en  trouve  an  moins 
deux  faisant  avec  l'axe  des  #,  et  par  conséquent  avec  une 
droite  quelconque,  des  angles  dont  les  tangentes  sonl  ±15 
ce  point  esl  un  foj  er  de  I  i  courbe  < 
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C'est  la  définition  qu'on  doit  à  M.  Plùcker  (Nouvelles 
Annales ,  t.  XI,  p.  433 ;  t.  Xll ,  p.  223). 

5.  L'équation  d'une  courbe  est  satisfaite  par  une  infi- 
nité de  valeurs  imaginaires  des  coordonnées  \  c'est  dans 
ce  sens  qu'on  dit  qu'une  courbe  passe  par  une  infinité  de 
points  imaginaires,  et  de  même  une  courbe  a  une  infinité 
de  tangentes  imaginaires ,  et  sur  chaque  langente  ima- 
ginaire on  peut  trouver  un  point  réel,  mais  un  seul ,  car 
deux  donneraient  une  tangente  réelle.  A  toute  tangente 
imaginaire  correspond  un  point  imaginaire  sur  la  polaire 
réciproque,  et,  vice  versa,  à  tout  point  imaginaire  de  la 
polaire  réciproque  correspond  une  tangente  imaginaire 
de  la  courbe  donnée.  La  recherche  d'un  foyer  se  ramène 
donc  à  trouver  sur  la  polaire  réciproque  un  point  ima- 
ginaire dont  la  polaire,  par  rapport  à  la  conique  direc- 
trice ,  soit  de  la  forme  X-+-  îy  =  f]  ■>  et  si  nous  parvenons 
à  déterminer  un  point  réel  sur  cette  tangente  imaginaire, 
ce  point  réel  est  un  foyer-,  conformément  à  la  définition 
Plùcker,  on  suppose  les  axes  rectangulaires,  afin  que  z 
soit  la  tangente  de  la  droite  avec  l'axe  des  x. 

6.  Soit  donc 

U  =  o 

l'équation  d'une  courbe  de  degré  n  et  de  classe  p,  axes 
rectangulaires,  et  coordonnées  trilitères  X,y.  z. 

Prenons  pour  conique  directrice  le  cercle  imaginaire 

et  soit 

u  =  o 

la  polaire  réciproque  de  U;  elle  sera  de  degré  p  et  de 
classe  n. 

Prenons  sur  cette  ligne  le  point  x\y',  z' \  la  polaire 
de  ce  point,  relativement  au  cercle,  a  pour  équation 
x  x'  -+-  y  y  '  -f-  z  z'  =  o. 
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Faisons 

x'  ==  i ,     y=i; 
I  équation 

US3SO 

devient  une  équation  en  z  de  degré  p.  Soit  xY  -hyi\  une 
racine  de  cette  équation  où  Xt  et  yx  sont  des  quantités 
réelles  ;  la  polaire  réciproque  passe  donc  par  le  point  ima- 
ginaire x',  y\  x1-h-  ijx  ,et  la  polaire  de  ce  point  est 

xx>  +  jr/  +  Z(x,  +  ÎJ.)  =  o , 

droite  imaginaire  tangente  à  la  courbe  U  =  o,  et  dont  le 
coefficient  angulaire  est  i. 

L'équation  de  cette  polaire,  ayant  égard  aux  valeurs 
x',y',  est  satisfaite  en  prenant 

x  =       xti     JK==       y\i     z  =  ij 

cette  droite  imaginaire  passe  donc  par  le  point  réel  xt  , 
y y ,  15  ce  point  est  donc  un  foyer.  Pour  avoir  les  valeurs 
Xi,  /i,  on  remplace  x,  /,  z  par  1,  1,  a:t •+-{/!  dans 
u  =  o,  et  l'équation  se  partage  en  deux  autres  équations 
en  Xi,  ji,  à  coefficients  réels,  chacune  de  degré/?  :  il 
y  a  donc  au  plus  p2  foyers. 

7.  Les  équations  des  tangentes  imaginaires  qui  passent 
par  les  deux  foyers  sont  donc 

x  —  Xi~hi(y  —  jri)  =  o, 
x  —  xt  —  i{y  —  y,)  =  0. 

Décrivons  un  cercle  quelconque  ayant  pour  équation 

(x-x,y+(y  —  ri),-f-F=i; 

les  deux  asymptotes  imaginaires  de  ce  cercle  ont  pout 
équations 

*  —  «,rfc  i(r— rO  =  °î 
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ce  cercle  passe  donc  par  deux  points  imaginaires  situés  à 
l'infini;  désignons-les  par  I',  l".  Les  tangentes  menées  de 
ces  points  à  la  courbe  U,  sont  précisément  des  tangentes 
focales ,•  p  de  ces  tangentes  partent  de  V  et  p  autres  de  I" 
et  pas  davantage,  puisque  la  courbe  U  est  de  la  classe  p . 
Les  intersections  de  ces  deux  faisceaux  donnent  les  p! 
foyers  :  ainsi  chaque  rayon  du  faisceau  I'  coupe  le  fais- 
ceau I"  en  p  points,  mais  dont  un  seul  est  réel;  c'est 
celui  qui  est  donné  par  l'intersection  de  deux  rayons 
x  —  x1±Li(y — ji)  =  o.  Il  n'y  a  donc  que/3  foyers  réels 
et  p*  —  p  (nombre  pair)  foyers  imaginaires.  Le  nombre 
de  foyers  réels  est  donc  égal  au  nombre  qui  désigne  la 
classe  de  la  courbe. 

8.  Exemple.  Soit 

U  =  ax*-{-  a'y2-\-  a"  z24-  2  byz  ■+-  2  b'zx  -f-  2  b"xy  =  o , 

D  =  ab'+  a'b"+  a"b"*—  aa'a"—  bb'b"  =  o , 

•z2+  r5+î!=o, 
on  aura 

«  =  Da-r'-h  T>a'y2-h  D„«z2-H  2  Bbyz  -+-  2  Dy  zx  ■+■  Dbt,xy  =  o . 

où  D„  est  la  dérivée  de  D  par  rapport  à  «,  etc. 
Faisons 

x  =  i,    y—i,     z  =  xl-i-iyl, 

et  séparant  les  équations,  on  obtient 

T>a"{x\  —  y\  )■+-  aDyay—  2D5 y,  -f-  Da  —  Da'=  o, 
Da//x,7,  -h  Dbxt  -h  Db> y,  •+-  T>ô»=  o, 

deux  hyperboles  équilatères  dont  les  intersections  don- 
nent les  foyers;  deux  intersections  réelles  et  deux  imagi- 
naires. La  discussion  ne  présente  nulle  difficulté. 


26. 
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DISCUSSION  D'IN  PROBLÈME 
RELATIF  A  LA  CONSTRUCTION  DES  COMQIES; 

Pab  m.  e.  de  jonquiëres. 


Daus  le  tome  XVI  des  Nouvelles  Annales,  pages  1 16  et 
suivantes,  j'ai  fait  quelques  applications  des  théories  de 
la  Géométrie  supérieure  à  la  construction  des  coniques 
déterminées  par  cinq  conditions  (points  ou  tangentes). 
Quoique  les  solutions  que  j'ai  développées  soient  très- 
simples,  il  en  est  deux  qui  paraissent  ne  pas  avoir  été  par- 
faitement comprises  par  tous  les  lecteurs;  je  veux  parler 
de  celles  où  il  s'agit  de  construire  une  conique  qui  passe 
par  trois  points  et  qui  touche  deux  droites  données ,  et  de 
sa  corrélative  par  voie  de  dualité  ,  où  les  données  sont 
trois  tangentes  et  deux  points. 

Je  vais  faire  voir  que  les  difficultés  qu'on  a  cru  remar- 
quer n'existent  pas,  et  que  les  solutions  que  j'ai  données 
pour  ces  deux  cas  sont  aussi  complètes  que  les  autres. 

Dans  le  premier  cas,  où  les  données  sont  trois  points 
a,  Z>,  cet  deux  tangentes,  la  solution  que  j'ai  indiquée 
consiste  à  déterminer  à  la  fois  deux  autres  points  de  la 
conique,  savoir,  les  points  de  contact  des  tangentes  don- 
nées, en  construisant  la  corde  de  contact  qui  les  joint.  A 
cet  effet,  sur  le  côté  ab  du  triangle  inscrit  donné  «if,  <>n 
trouve  un  point  i  appartenant  à  celte  corde  de  «  ontact, 
et  pareillement  un  point  3  sur  le  côté  hc.  Or  le  point  i 
ne  s'obtient  pas  isolément  sur  ah\  car  c'est  un  des  deux 
points- doubles  d'une  involution  dont  le  segment  ab  fail 
partie,  et  l'autre  point-double  a  de  cette  involution  satis- 
fait égalemenl  à  la  question,  Par  la  menu'  raison  >  le  point 
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3  s'oblieut,  sur  Z>c,  eu  même  temps  qu'un  autre  point  4  • 
qui  jouit  des  mêmes  propriétés  que  lui.  Donc,  au  lieu 
d'une  torde  de  contact,  on  en  trouve  quatre  qui  sont  : 
i3,  i4,  23,  24,  et  qui  fournissent  quatre  solutions  dis- 
tinctes du  problème  proposé. 

Actuellement,  si  Ion  considère  le  côté  ca,"  on  y  trouve 
de  même  deux  points  5  et  6,  par  chacun  desquels  doit 
passer  une  des  cordes  de  contact  cherchées.  Donc  si  les 
points  1,  2;  3,  45  5  5  6,  conjugués  deux  à  deux,  ne  pré- 
sentaient aucune  particularité  dans  leurs  situations  re- 
latives, la  question  admettrait  douze  solutions,  puisque, 
indépendamment  des  quatre  cordes  de  contact  déjà  trou- 
vées, on  aurai  t  encore  les  huit  suivantes  ,  savoir  :  i5,  16, 
25,  26,  35,  36,  45,  46- 

Mais  il  est  aisé  de  voir  que  les  six  points  1,  2,  3,  4?  5,  6 
sont  situés,  trois  à  trois,  sur  quatre  droites,  c'est-à-dire 
qu'ils  sont  les  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  d'un  même  quadrilatère,  et 
qu'ainsi  ils  ne  donnent  lieu  qu'à  quatre  droites  distinctes. 

En  eilet ,  les  points  1,2  divisent  harmoniquement  le 
segment  ab ,  puisqu'ils  sont  les  points-doubles  d'une  in- 
volution  dont  ce  segment  fait  partie. 

Pareillement,  les  points  3,  4  divisent  harmoniquement 
bc ,  et  les  points  5,  6  divisent  harmoniquement  en.  Donc 
le  théorème  375  de  la  Géométrie  supérieure  trouve  ici 
son  application;  ce  qui  démontre  l'assertion  émise  ci- 
dessus. 

Une  difficulté  analogue  se  présente  dans  la  question 
corrélative,  où  les  données  sont  trois  tangentes  et  deux 
points  ab;  et  au  premier  abord  il  semble,  comme  dans 
le  problème  précédent,  qu'il  y  ait  douze  solutions 5  mais 
les  six  droites  auxiliaires  (corrélatives  des  six  points  1, 
2,3,4?  5,  6) ,  qui  conduisent  ici  à  la  solution,  sont  le* 
quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  même  quadrila- 
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tère  ;  elles  se  coupent  donc ,  trois  à  trois ,  en  quatre  points, 
et  ces  points  sont  les  pôles  cherchés  de  la  corde  inscrite 
ab ,  relatifs  aux  quatre  coniques  qui  seules  satisfont  à  la 
question  proposée,  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  facile  de 
trouver  comment  cette  conclusion  résulte  du  théorème  373 
de  la  Géométrie  supérieure,  page  277. 

Ainsi ,  chacun  de  ces  deux  problèmes  n'admet  pas 
d'autre  solution  que  les  quatre  que  j'ai  mentionnées  dans 
l'article  précité  des  Nouvelles  Annales. 


ADDITION  A  LA  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  443 

(TOtr  p.  261); 

Pab  m.  e.  de  jonquières. 


Dans  l'article  dont  il  s'agit,  j'ai  dit  (page  263 ,  ligne  9), 
que  la  courbe  du  troisième  ordre,  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  normales  menées  à  une  conique  par  les  deux 
points  où  une  transversale ,  issue  d'un  point  fixe,  coupe 
cette  conique  y  ri  a  qu'une  asymptote  réelle.  Cette  asser- 
tion est  trop  générale.  Quand  la  conique  donnée  est  une 
hyperbole,  les  trois  asymptotes  sont  réelles. 

En  effet  menons,  par  le  point  fixe,  une  parallèle  à  une 
asymptote  de  la  conique,  et  soit  a  le  point  où  elle  ren- 
contre cette  courbe  à  distance  finie.  La  normale  au  point 
situé  à  l'infini  est  la  droite  de  l'infini  elle-même  5  donc 
le  point  de  rencontre  de  cette  normale  avec  la  normale 
en  a,  est  situé  à  l'infini  sur  cette  dernière  droite,  et  il 
appartient  à  la  courbe  du  troisième  ordre.  Pareillement, 
le  point  situé  à  l'infini  sur  la  normale  menée  à  la  conique 
par  le  point  b ,  où  cette  courbe;  est  rencontrée  par  une 
parallèle  à  la  seconde  asymptote  de  la  conique  issue  du 
point  fixe,  appartient  ;»  la  eourbe   du  troisième  ordre. 


(4o7) 

Donc  les  normales  à  la  conique  aux  points  a  et  b  déter- 
minent les  directions  des  deux  asymptotes  de  la  courbe 
du  troisième  ordre,  autres  que  celle,  toujours  réelle,  que 
j'avais  mentionnée  seule  (*).  Si  la  conique  est  une  ellipse, 
une  seule  asymptote  est  réelle,  comme  je  l'ai  dit.  Enfin  , 
si  c'est  une  parabole,  auquel  cas  la  courbe  du  troisième 
ordre  se  compose  d'une  conique  et  d'une  droite,  cette 
droite  représente  à  elle  seule  la  direction  de  l'asymptote 
toujours  réelle  du  cas  général ,  et  celles  des  deux  autres 
asymptotes  qui  sont  alors  coïncidentes  5  d'où  l'on  peut 
conclure  que  cette  conique  est  elle-même  une  parabole 
dont  l'axe  focal  est  parallèle  à  la  droite  dont  il  s'agit. 

APPLICATION  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE 

(voir  p.  89); 

Par  M.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. 


CHAPITRE  III. 

CÔNES     ET     CYLINDRES. 

§  I.  —  Conditions  pour  quune  équation  de  degré  quel- 
conque représente  une  surface  conique  ou  une  surface 
cylindrique. 

57.  Nous  avons  remarqué,  dans  la  discussion  des  sur- 
faces du  second  ordre ,  que  l'équation  du  second  degré 
représentait  un  cône  lorsque  le  discriminant  ou  le  Hes- 
sien  de  cette  fonction  était  nul,  et  un  cylindre,  lorsque 
!e  Hessien  et  la  dérivée  du  Hessien  par  rapport  au  pa- 
ramètre a44  étaient  nuls  tous  deux.  Je  vais  généraliser  ce 

;*)  Ces  asymptotes  sont  peut-être  do  genre  parabolique.    Th. 


(  4o8  ) 
théorème,  en  cherchant  les   conditions  analogues  pour 
une  équation  de  degré  quelconque. 

Le  théorème  relatif  aux  surfaces  coniques  a  été  donné 
par  M.  Hesse,  et  se  trouve  reproduit  dans  l'ouvrage  de 
M.  Brioschi  sur  les  déterminants  et  dans  les  Nouvelles  An- 
nales, t.  XIII,  p.  398.  Quant  au  théorème  sur  les  surfaces 
cylindriques ,  je  ne  crois  pas  qu'il  ait  encore  été  énoncé. 


58.  Si  — î  — %  —    représentent   les  coordonnées   d'un 

«*4       <3?4        «2?4 

point  situé  sur  la  surface  dont  l'équation  est 

(1)  u(xl,  x7,  x3,  xt)  =  o, 

on  sait  que  l'équation  du  plan  tangent  en  ce  point  est 

(  2  )  X,  u,  4-  X;  «î  4-  X,  k3  4-  X*  ut  =  o , 

X     Xo    X 

=p>  — %  —  désignant  les  coordonnées  d'un  point  qucl- 

X4    X4    X4 

conque  de  ce  plan  ,  et 

59.  Lorsque  l'équation  (1)  appartient  à  une  surface 
conique,  le  plan  tangent  jouit  de  la  propriété  caractéris- 
tique de  passer  constamment  par  un  point  fixe.  Cette  pro- 
priété sera  traduite  par  l'identité  suivante  : 

(4)  a,  «,  -4- a2  tt2 -f-  a3  m, -}- «4  «t  =  O» 

dans  laquelle  at ,  a2,  a3,  a4  sont  des  constantes. 

En  différentiant  cette  identité  successivement  par  rap- 
port à  .r, ,  xs ,  xx ,  Xk ,  on  en  conclut 

a.  M,,  4-  a,  u21  +  aa  Kji  H-  z4  "éi  =  O, 
a,  ttu  4-  a*  ":2  4-  ai  Kjj  4-  ?,//,=  O, 

(5)  { 

y,  //,-  4-  ■/■>  u2   4-  x   »  s  4-  a<  "<„  =  o , 

a,  «M  4-  '>  "-.  4     '    "  i4-a4tt«4  =  0, 


(  4o9) 


après  avoir  pose 

(6) 


d-  u 


(Pli 


dxr  dxs        dxs  dxr 


La  simultanéité  des  quatre  équations  (5)  entraîne  comme 
conséquence  immédiate 


(7) 


«,,  U2l  U3i  M41 

«I!  «21  «32  «42 

«lî  «23  «33  «43 

«14  «2i  «34  «44 


ce  déterminant  est  ce  qu'on  appelle  le  Hessien  de  la  fonc- 
tion u\  je  le  désignerai  désormais  par  Htt. 
Donc,  si  l'équation 

II  ^  Xt  ,   J?2  ,    ^3  ,   ^4  j  O 

représente  une  surface  conique,  le  Hessien  de  la  fonction 
u  est  identiquement  nul. 

60.  Il  faut  maintenant  établir  la  réciproque  de  cette 
proposition. 
La  formule 


(8) 


Hu 


rf'H. 


dEu    dUu         dUu     dUtt 


dUriSduruSl        dur>s  duri!Si        du,.Si  duriiS 
onduit  à  l'identité 


(9) 


dEu  dEu  _  (dUuY 
durr  duss         \dur,s) 


par  suite  de  l'hypothèse  H„  =  o. 

d  H 
.Mais  les  fonctions  -, — -  sont  toutes  du  même  degré:  e( 
dur>s 

comme  l'identité  (9)  exige  que  tous  les  diviseurs  linéaires 

,     dHu  •   •    1     r       .•        f'H„ 

•  le  - —  appartiennent  aussi  a  la  fonction  — — j   nous  en 

duTtT      '  '  d'tr.s 


(  4io) 

conclurons 


(■<>: 


i  f/Hu  _  d  Hu 

j    dur<s  dur,r 

dïïu     _  dïïtt 

duriSi  '  du,., r 


A  et  /t,  désignant  des  constantes. 

On  déduit  de  ces  dernières  relations 

dBa 

,  n  dltr  s 

(11)  '    —  constante. 


dllr,Si 

Eu  donnant  à  sA  la  valeur  4,  et  en  faisant  successive- 
ment s  =  i ,  2,  3,  on  obtient  enfin 

/    dHu        a,  ^Hu 
du,:,-         a4   rf«4,r 

</Hu  a2  rfHu 

rfw2,r  a4  ^/w<,r 
dHtt  a3  f/H0 
r/M3r        a4  dukr 

Les  quantités  —  »  —  »  —  sont  des  constantes. 

a4     a4      a. 

Or  l'homogénéité  de  la  fonction  u  et  de  ses  dérivées 
conduit  aux  identités 

[m  —  i)  u,  =  xxu„  -+-  x,  «,,  +«.,  Kl3  +  ov/,4, 

(/h  —  i)  m2  =  x,  «j,  -4-  .r2  un  +  .r3  MM  -+-  x*  uu  » 

(»ï  —  i)  k3  =  X,  us,  -f-  .r2  Kg,  H-  ar3  K33  -4-  .r,  »,, , 

(m  —  i)ut  =  a?i  w4i  -f-  J":  w«2  -+-  -r»  "<;.  -+-  -r«  "4>  > 

d'où  Ion  déduil 

HM  rfHu  rfH„  rfHu  </H» 

r. =  «i  -7 h  M2  -3 h  "i  -3 h  «4  j 


(4ii  ) 

Si  Ton  remarque  que  H„  est  nul ,  par  hypothèse,  et 
qu'on  ait  égard  aux  équations  (12),  cette  identité  prendra 
la  forme  suivante 

a,  u,  +  a2  «2  +  a3  M3  -+-  a4  M4  ==  o. 

Mais  cette  idation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la 

surface  u  =  o  passe  par  le  point  fixe  —  ■>  —■>  —  5  donc  Vé- 

'  r  r  a4      a4      a, 

q  nation 

u(xx,  r2,  x3,  Xi)=.o 

appartient  à  une  surface  conique.  c.   Q.  F.   d. 

Les  coordonnées  —■>  —  ?  —  du  sommet  sont  données  par 

ct4     a4     a4 

les  équations 

a,         dul>r 

1      "" "  =     1  u      ' 

I     a4        </  Hu 
^«4>r 

\  a4        6?  H„ 
duir 

dUu 

I  ^"dlfu 

61.   Lorsque  l'équation 

représente  une  surface  cylindrique  ,  le  plan  tangent  jouit 
de  la  propriété  d'être  constamment  parallèle  à  une  même 
droite,  propriété  qui  sera  traduite  par  l'identité  suivante 

(  1 5  )  a,  a,  -h  aj  «,  +  a3  «3  =  o , 

a,,  &.},  a8. désignant  des  constantes. 


(«4) 


dBu  _             dH„ 

duu  ~~     *        dua 

= 

o, 

dEu 

f/H„_ 

du  u 

„               dHu 
Eu  =  uu  - h 

««4. 

«4! 

dHu 

diiu 

H-  "43 h 

"«43 

dUu 

«44  -v—  ; 

du,, 

(4i*  ) 
En  différentiant  cette  identité  successivement  par  rap- 
port à  Xi ,  :r, ,  x3 ,  :r4 ,  on  obtient 

a,  Kn  -+-  cc2un  +  a3  h31  =  o, 

a,  m, 2  -+-  a3  «jj  4-  a3  «32  =  o, 
(l6) 

a,  M, 3  -4-  a2  H23  -h  a3  H33  =  o , 

a,  Ml4  -f-  a2  «,t  4-  a3  ?/3i  =  o  . 

Prenant  ces  équations  trois  à  trois,   on  en  conclut  les 
identités 


Oi 


donc  on  a  ,  en  vertu  des  relations  précédentes  , 

Hu=o. 
Ainsi ,  lorsque  l'équation 

u(x,,  xiy  x3,  xt)  =  o 
représente  une  surface  cylindrique,  on  a  nécessairement 

H„  r=  o ,      - —  =  o  ; 

««44 

c'est-à-dire  que  le  Hessien  de  la  fonction  u  et  la  dérivée 
du  Hessien  par  rapport  à  u4.v  sont  identiquement  nuls. 

i'fl.  Réciproquement ,  si  le  Hessien  de  la  fonction  u  et 

la  dérivée  du  Hessien  par  rapport  à  u, ,  sont  identique- 
ment nuls ,  V équation 

u  (.r, ,  ./■  ,  j-  ,  x,  )  =  o 
représente  une  surface  cylindrûfui 


(  4«3  ) 

De  la  formule 


H       d*Bu      _diïudHu        fdUA 
"dur_rduSiS        dur,r  duss         \dursJ 

on  conclut  d'abord 

dHu  dHu       fdRu 


puisqi 


mais  on  a  aussi 


durr  dus-s        \duFtt 
Uu=o; 

dBa_ 

duu 
donc 

(i8)  dBu  =  dHu  =  o. 

dutir        duri 

En  raisonnant  comme  dans  la  réciproque  précédente, 
on  obtiendra  les  identités 

d  Hu a,  d  H„ 

du,  r        a3  du,  , 

(19)  { 

d  Hu        a2  d  Hu 

duijr        a3  c?«3,r 

qui  ont  lieu  pour  des  valeurs  de  r  différentes  de  4  et  dans 
lesquelles  at ,  a2 ,  «3  représentent  des  constantes. 

En  ayant  égard  aux  relations  (18)  et  (19),  l'identité 


H„               dHu 

rfH„ 

rfHu    ,    _    r/Ha 

m  —  I                ««i,r 

^":.r 

a«3jr                    C''/,.r 

deviendra 

a,  «1  -f  a,  Ma  -f-  a3  m3 


Or  cette  relation  exprime  que  le  plan  langent  à  la  surface 
u  =  o  est  constamment  parallèle  à  une  droile  fixe;  donc 


(  4«4  ) 

V  équation 

II  [  X{  ,    X?  ,    X3  ,    XAJ  ~  o 

représente  une  surface  cylindrique.  c.   q.   f.   d. 

La  direction  des  génératrices  est  donnée  par  les  équa- 
tions 

rfH. 

I  ««,,r 


(20) 


a3  ^  Hu 

du.>r 
dBu 

«2  <^«2,i 


3       dKu 

dll3>r 

r  étant  différent  de  4«  an«st  «3  sont  proportionnels  aux 
cosinus  des  angles  de  la  direction  des  génératrices  avec 
les  axes  des  xt ,  x« ,  x%. 

63.  La  démonstration  de  ces  deux  théorèmes  peut  en- 
core se  présenter  d'une  autre  manière.  Le  principe  de 
cette  seconde  démonstration  est  le  même  que  celui  qui  a 
été  adopté  par  M.  Brioschi ,  dans  l'ouvrage  déjà  cité,  pour 
la  proposition  relative  aux  surfaces  coniques. 

La  fonction  homogène  u  (xx ,  x9,  X* ,  :r4)  deviendra, 
par  la  transformation  linéaire, 

x,  =  rt„j,  -+  ony-,  -f-  aiay3  ■+-  <7„7<> 
x,  =  anXi  +  a^y-,  h-  anys  ■+■  «:i  r,, 

x3  =  «3.J1  -h  «32  J»  H-  «33/3  -+■  «31  y\  , 
xk  =  a^y,  -+■  any,  -h  anjr,  -h  aujr, , 


(21) 


une  fonction  homogène  de  yx ,  yt ,  /^y*  que  je  dési^in 
rai  par  v  (yt ,  j2 ,  y3 ,  7%). 
Or  on  a  évidemment 

(22)         T-  =  •V=  "•  «'.r  "+'  "»*».<   +  ".a    r-h  tua,  ri 


(  4i5  ) 


d'où 


d'v 


(23)   - — j-  =zvr,,z=  A,,r<7,,r  4-  A,,,  ahr  -f-  A3,,ai:l.-\-  At.,a4,r, 
djrdy, 


après  avoir  pose 


Ar.,= 


dur 


D'après  la  multiplication  des  déterminants  ,  il  résulte  im- 
médiatement 

(25)  H,=  P.Q; 

égalité  dans  laquelle 


P,= 


«51 

«: 

«31 

a 

«41 

a 

H,  = 


A„ 

A12 

"13 

A,< 

A21 

A„ 

A33 

A24 

"31 

A3J 

A33 

A34 

A„ 

A„ 

Au 

Ah 

D'un  autre  côté,  on  a 


a  \  dUr 

2b)       Ar,s  =-T-  =  «MÛ|,j  H-    «r,2«j,J  +  «,.3  «J,i  +  «r,(  ««,,  , 

«T* 


(  4i6  ) 
d  où  1  on  conclut,  d  après  les  mêmes  principes, 

(27)  Q  =  P.HU, 

H„  désignant  le  Hessien  de  la  fonction  u. 

Les  formules  qui  précèdent  conduisent  facilement  aux 
relations  suivantes  que  je  me  contenterai  d'énoncer  : 

dHr         dP     dQ  dP      dQ 


(»8) 


dv, 


dQ 


da,  ,.  d  A, 


da2)T  dA2,s 


dP     dQ  dP     dQ 

da3,/dA3_r       daiir  dA4,s 
dUu     dP  dEu    dP 


dAr,s        durt,   dais         duri2  da2,s 
dEu     dP  dBu    dP 

dur>3  da3>s         durpi  dais 

64.  Ces  préliminaires  étant  posés.,  passons  à  la  ques- 
tion géométrique. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  étant  repré- 
sentées par  —•>  —■>  —  1   j'effectue    la    transformation   de 


coordonnées  suivantes 


(28; 


/  x,  —  «n  y\  4-  a«  y 7  ■+•  «13  Xi  -+-  «,,  y, , 
.r2  =  a2l  y,  -h  a22  y2  -+-a23y3  -\-  a,,  yk, 

X3    =  «31  Xi    ■+■  «32  yi   H-   «33  J3  H"   «31  Ji  > 

^  =  0.^  +  0    y,  +  o  .  y3  •+-  n,,  r;  , 


de  sorte  que  les  nouvelles  coordonnées  du  même  point 


seront  —  >  — »  — • 

y*  y*  y* 

Si  l'on  pose 

«M 

« 

P,== 

fl„ 

a 

«n 

a 

(4i7  ) 
on  aura,  après  avoir  introduit  l'hypothèse, 


«4,  =  «4J  =«43  =  o 


(  P  =  «r„P,, 

(3o)J£p__  j^__  dP    _  dp  _ 

\  daH  dan  da3i  dati 

Les  relations  (25), (27) et (3o)  donneront  alors 

(30  H,  =  «44P;h„ 

et  les  relations  (28)  et  (3o)  conduiront  à 

(32)  2!L  =  p»£!L\ 

dt>ti  duu  . 

Les  équations  (3i)  et  (32)  sont  la  base  de  la  seconde 
démonstration  que  je  vais  exposer. 

65.  Si  l'équation 

"(^|,    X7  y    #3  ,    X\  )  =   O 

représente  une  surface  conique  ,  on  pourra  toujours  opé- 
rer une  transformation  de  coordonnées  telle ,  que  le  cône 
se  trouve  rapporté  à  son  sommet,  et,  par  suite,  que  l'é- 
quation 

"(7m  x>i  y*>  r«)  =  ° 

soit  homogène  en  yt ,  y*,  y%\  ce  qui  entraine,  comme 
conséquence  nécessaire , 

d-v  d1  v  d- v  d2  v 


<tyidy*        dyidy*        dy3dyA        dy\ 

c'est-à-dire 

i>,4  =  uu  =  c34  =  v„  =  o. 

Mais  alors  le  Hessien  H,  est  identiquement  nul  ;  donc,  en 
vertu  de  la  relation  (3i),  il  en  est  de  môme  du  Hes- 
sien Hu. 
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(  4i8) 
Ainsi ,  lorsque  l'équation 

u(xlt  X7,  Xz,  X,  )  =  o 

représente  une  surface  conique,  le  Hessien  de  la  fonction 
u  est  identiquement  nul. 

Il  n'était  même  pas  nécessaire  d'opérer  la  transforma- 
tion générale  (29)  pour  arriver  à  cette  conséquence-,  mais 
comme  elle  est  indispensable  pour  le  cas  du  cylindre ,  j'ai 
préféré  déduire  les  deux  théorèmes  dune  transformation 
unique. 

Pour  démontrer  la  réciproque  de  cette  proposition,  on 
établira  d'abord ,  en  adoptant  le  raisonnement  exposé 
dans  le  n°  60,  l'identité 

(33)  a,  u  1  -+-  a,  «2  -+-  a3  u3  ■+■  a4  M4  =  o. 

Ceci  posé,  on  voit  immédiatement  que  la  transforma- 
tion linéaire 

x2  =  ai{yi  -f-  a„  yt  +  «:3 j3  •+-  Xajj* , 

^3  =  «31  Y\  ■+-  «3î/2  +  «33/3  H-  1*sT*  » 
xK  =  0.^,  +  0.  Jj-t-o.j'j  4->a4j« 

conduit  à  une  équation 

V[X>>  ?•»  J3,/4)  =  o, 

homogène  en  j-, ,  y2  ?  J"3 •  En  effet,  cette  équation  étant 
homogène  en y^ , y2 , y3 , y4 ,  il  suffit  de  constater  que  le 
premier  membre  est  indépendant  de  la  variable  jr*,  c'est- 
à-dire  que 

do 


(h 


dyk 


dv 

—  =  «,  Aa,  -f-  «,  Aa3  -4-  «1  AfZn  -+-  //,  Aa»  ; 


(4i9  ) 
mais  le  second  membre  est  nul,  d'après  l'identité  (33); 
et  la  réciproque  se  trouve  ainsi  démontrée. 

66.   Si  l'équation 

u  (.r,,  a:,,  x3t  xt)  =  O 

représente  une  surface  cylindrique,  on  pourra  toujours 
opérer  une  transformation  de  coordonnées  telle,  que  le 
cylindre  se  trouve  parallèle  à  l'un  des  axes,  celui  des  y% 
par  exemple  ;  par  suite ,  l'équation 

"(r.,  r*>  73,  j<)  =  ° 

ne  devra  pas  renfermer  de  termes  en^s;  ce  qui  entraîne 
comme  conséquence 

d2i>  d*  v  d*~  q  d2v 

=  o. 


(fyidy3        dy2dy3        dy\        dyt  dy3 

On  voit   alors  que  le  Hessien  H„  et  la  dérivée  -r— ^   sont 

L  du  44 

identiquement  nuls 5  donc,  en  vertu  des  relations  (3i)  et 

(  32  ) ,  il  en  est  de  même  de  Hu  et  de  -—• 

y       '  dua 

Ainsi  lorsque  V équation 

u  y  x,  y  Xi ,  x3 ,  xt  j  —  o 

représente  une  surface  cylindrique,  le  Hessien  de  la 
fonction  u  ainsi  que  la  dérivée  du  Hessien  par  rapport  à 
u4  4  sont  identiquement  nuls. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  on  établira,  comme  il 
a  été  fait  au  n°  62,  l'identité 

(34)  a,  «,  +  a2  a2 -+- a3  «3  =  o. 

Ceci  posé,  on  voit  immédiatement  que  la  transforma- 
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tion  linéaire 

x,  =  «,,  r,  -f-  «l5j2  H-  Xa,^  -f-  «Hj>'4, 
^  =  «21 J.  -h  «njî  -f-  X«j  j3  -f-  auy* , 
«s  =  «si  .Ti  +  "32  Jj  4-  >.a3  j3  +  a3i  yk , 
a:4  =  o. yx  +  o.j2  4-0  .j3  H-tf^Jo 

conduit  à  une  équation 

^(jlljî,   J3,   J4)=0, 

qui  sera  homogène  en  y^ ,  j-2 ,  yk.  Pour  le  démontrer,  il 
suffît  de  faire 
nulle.  Or  on  a 


suffît  de  faire  voir  que  la  dérivée  —  est  identiquement 


dv 

— —  =  m,  a  a,  -f-  «5  A  a:H-  «3  A  a3  : 
rtj3 

d'où  1  on  ronclut,  d  après  la  relation  (34) , 

rfV  __ 

Les  deux  conditions  énoncées  sont  donc  nécessaires  et 
suffisantes. 

(  La  su ite  procliainement.  ) 


INVARIANTS  [suite  (*)] 
ET  SOLUTION  DES  QUESTIONS  387  ET  412 

(  Toir  t.  XVII,  p.  301); 

Par  M.  BLERZY, 

Directeur  des  lignes  télégraphiques  ,  à  la  Rochelle 


1.   Les  trois  formules  générales  d'invariants  que  j'ai 


Je  viens  de  retrouver  ce  précieui  travail  qui  date  de  i858,  et  que 
j'avais  malheureusement  égaré  i  m 


(  4*i  ) 

données  précédemment  (tome  X\II)  sont  homogènes  en 
exposants  et  en  indices.  Il  est  facile  de  démontrer  que 
celle  propriété  s'étend  à  tous  les  invariants  simples. 

Je  suppose  qu'un  invariant  I  puisse  se  décomposer  en 
deux  parties,  lune  \nn  d'exposant  n  et  d'indice  nt,  l'au- 
tre ln',n\  d'exposant  n'  et  d'indice  ?i\.  En  effectuant  sur 

I  l'opération  indiquée  par    \^  *«,_,  y-'  on  obtient  une 

fonction  composée  de  deux  espèces  de  termes  :  les  uns 
provenant  de  In?ni  sont  d'exposant  n  et  d'indice  nx —  i, 
les  autres  provenant  de  I,,',,,;  sont  d'exposant  n'  et  d'in- 
dice n\ —  i,  et  la  somme  de  ces  termes  étant  nulle  indé- 
pendamment des  valeurs  particulières  attribuées  aux  coef- 
ficients #,,  on  doit  avoir  séparément 

X?    •  ^I«,n.  ^   .  dlni  n- 

c'est-à-dire  que  I  est  la  somme  de  deux  invariants  simples. 
En  général  les  fonctions  qui  expriment  les  données 
d'une  question  étant  prises  toutes  sous  forme  homogène 
tant  en  indices  qu'en  exposants  ,  les  fonctions  algébriques 
effectuées  sur  ces  fonctions  ne  donneront  jamais  que  des 
résultats  homogènes ,  ce  qui  est  un  utile  moyen  de  con- 
trôle de  l'exactitude  des  calculs. 

2.  Il  résulte  des  deux  conditions  d'homogénéité  et  de 
symétrie  qu'une  fonction  impaire  ne  peut  avoir  d'inva- 
riant d'ordre  impair  en  exposant  et  n'a  pas  d'invariant 
du  second  degré.  C'est  facile  à  démontrer. 

On  peut  en  conclure  aussi,  comme  cas  particulier 
d'un  théorème  probablement  général ,  que 

fe  —  axc  H-  ôtf,  .r5-+r  i5/72^(  +  ?.0«3  x3  -f-  l5#4  x* 
-4-6a<,x  -+-a6. 

n'a  pas  d'invariant  du  troisième  degré  ;  car  cet  invariant 


(    4«    ) 

serait  de  la  forme 

-+-r(axa\->ra\ai)-\-sa\, 

et  en  cherchant  à  déterminer  les  coefficients  m,  n,  p  ,  q, 
/',  s  par  la  condition 

6 
V  idl 

i 

on  trouve  que  tous  ces  coefficients  doivent  être  nuls. 

3.  Les  propriétés  des  invariants  dont  j'ai  parlé  jus- 
qu'ici semblent  purement  théoriques  ;  quelques  exemples 
montreront  l'importance  que  ces  fonctions  sont  appelées 
à  prendre  dans  l'étude  algébrique  des  équations. 

Je  commencerai  par  établir  deux  formules  très-utiles 
et  qui  résultent  de  la  notation  symbolique 
fn=(a0,  «,,.  ..  ,  an)(x,  \)n 

n[n  —  i) 
=  a0xn  +  na,*"-1  H a2xn~ '-+-.  .  .  -\-nan_xx  -+-«„• 

1.2 

La  formule  de  Tavlor  appliquée  aux  fonctions  entières  et 
rationnelles  donne 

dVm  d'"-fm 

/B(x+7)  =  -^ *'"  + 

i.2.o...  m 


■+ 

-+- 

dym-\ 

I  .  2 . . .  ///  - 

d\fm 

dy7 

x2-f- 

-  i 

dfm 
dy_ 

~t~  Jmr 

I 


or 

fm=a,jrm-i-  ma.y"    '  ■+- 
-—  =  m 


[aoj'""'  +  (»*  —  i)«.y"~5 
-+■  { ^ -  a, y—'  4-  .  •  .  -t-  "«_,   I 


(   4** 
donc 


De  même 


—  =  nijm 

i 


"    J  m  ('jm—  i  /  _  \    /• 

=  m  — —  =  m  (m  —  lj/m_2> 


dy'  dy 

et  par  suite 


dy'1  m  (m  —  i )    . 

=  Jm~  2  i 


l  .2 


et  en  général 
i 

m  l  m   I  \  — _  /  m  i   —1—  I  ' 

'  Jm—i  '■> 


dlfm 
dy1  m  (m  —  i)  —  (m  —  i  H-i) 


1.2...  i  i . 2 ...  i 

d'où 

m  (m  —  i )    . 

4.  Cherchons,  au  moyen  de  cette  formule,  à  faire  dis- 
paraître le  deuxième  terme  d'une  équation.  Il  faut  poser 

c'est-à-dire 

a0y-\-a,  =  o 

OU 


«o 


11  vient 
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t  Oi  ,        ,    ,.  a0x-{-a, 

et  en  remplaçant  x par  x,  c  est-a-dire  x  par , 

r     *  «o  a» 

et  multipliant  par  ajf-1,  on  obtient  enfin  l'identité 
«*"'  -/m  ( x  )  =  (a, x  -f-  a,  )m 

1.2  \        «o/ 

dans  laquelle 

î— i    /.  /      fli  \         «— i  .  i— j 

ag     .fl\--j=ao     at-m^     «,«*_ 

l(l   —   l)       ,_3       2  _'(*'—    0  .-I  _./.  v       i 

I  .2         °         '  1.2  '  x  '    • 


Les  signes  supérieurs  s'appliquent  au  cas  de  i  impair 
et  les  signes  inférieurs  au  cas  de  i  pair. 

Cette  formule  me  servira  plus  loin  pour  transporter 
aux  équations  générales 

kx™  -h  Bxm~<  -f-  Cr"-1  -+-...=  o 

les  propriétés  reconnues  sous  la  forme 
xm  -f-  px™-7  -f- . . .  =  o. 


Comme 


on  voit  tout  de  suite,  par  application  de  la  règle  de  Des- 
cartes, que 

est  une  condition  de  réalité  des  racines  pour  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés. 

5,  Dans  ce  qui  suivra ,  je  désignerai,  pour  simplifier 


(  4*5  ) 
l'écriture,  par 

CT>       <P>       *»       f*>       X 
les  invariants 

On  vérifie  facilement  les  relations  que  voici  : 

aa  n  =  et).  —  tp , 

aof*  ( "  )  =  a„a,  —  a*  =zs, 

=  a2crX  —  <zjj  jx  —  4  CT*  » 
«*/«  ( '  j  =««««  —  4«o  fl'fl3  -h6a0a]a7  —  3a' 

-+-  i5«0«t ^ —  5«* 

=  «oX  —  5fl20crX—  lOrt^p-H  5ci3. 

En  désignant  par  D,„  le  discriminant  defm,  on  sait  en 

outre  que 

D4  =  >2  —  27  pt2. 

6.  La  formule  du  n°  4  appliquée  à  l'équation  du  troi- 
sième degré  donne 

a'0(a0x3  H-  3a,  x1  ■+-  3a^x  ■+-  o3) 
=  (a0x-\-  a,)2  -h3  (a0a, —  «2)  («0.r-f-  #,) 
H-  (a2  tf3  —  3ata,a3~\-  2«') 
=  (a0ar-f-  rt,)3  -+-  3u  (<70.r-f-  rt,)±  y/fl2^  —  ^tz\ 

L'ambiguïté  du  signe  du  radical  introduit  est  sans  im- 
portance, ce  radical  devant  toujours  par  la  suite  être 
élevé  au  carré. 

(*)   Voir  t.   XVII,  p,   301.      Tm 


(  4^6  ) 
Ou  calcule  facilement  par  la  méthode  de  Lagrange  l'é- 
quation aux  carrés  des  différences  de 

X3  -+-  p.r.  ■+-  q  =  O , 

on  trouve 

V*4-6/>VJ  +g/?5V  +  (4/?3-i-  27  92)  =  o. 
L'équation  aux  carrés  des  différences  de 

(a0  x  +  a, y  4-  3  cj  (a0  x  -+-  «,)  ±  sja\  çp  —  4c>3  =  o 

est  donc 

Vî+i8crVJ-t-8icVH-27oj9=  o. 

Soient  a0^i  H-  «i  et  a0  x*  H- a,  deux  racines  de  la  pro- 
posée, le  carré  de  leur  différence  est  a]  [xt  —  J:»)2;  en 
remplaçant  \  par  a]  V,  on  a  une  nouvelle  équation 

a'0  Y3 -+-  i8a-0zjV*  +  Si  tz\  4-270  =  0, 

qui  a  pour  racine  (Xj  — x2)2  et  qui  est  par  conséquent 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de 

fl0x3-+-  3«i-r'  -+■  2>a-iX  -f-  «3  =  o. 

7.  Le  même  procédé  de  calcul  donne  une  vérification 
facile  des  formules  de  la  question  -412,  t.  XVI,  p.  4°4i 
des  Nouvelles  Annales. 

Je  prends  une  équation  sous  la  forme 

x"1  -+-  px"1-2  -+■  qx"1'3  H-  rxm_'  -f-  /.rm-s  -f-  u.rf-6  ■+- .  .  .  =  o. 

Je  désigne  par  5,  la  fonction  symétrique  simple  d'ordre 
i  de  celte  équation  et  par  S,  la  même  fonction,  symé- 
trique pour  l'équation  aux  carrés  de  la  différence  de  la 
proposée 

m  (  m  —  1  )  _ 

„  —  — i ',      j»  +  Hi"   l  +  Cx1-'  +  D^     4-    ..  =  0. 


(  4*7  ) 
Lagrange  a  donné  entre  ces  fonctions  symétriques  la  re- 
lation 

ai  (  a  i  —  i  ) 

Sj  =  msii  —  2 1 .  Si  s2:,  H ; s7  *2i— 2  -+-••• 

r  .2 

1  2/(2/  —  l)...(l  -H)„, 
^—        "  .  *i  • 

2  I . 2.  .  .   I 

Les  formules  de  Newton  (*)  donnent 

•?!  =  o, 
Si=—  ip, 
s3= —  3g, 
si  =  i{p7  —  ir), 
s,  =5(pq  —  t), 

s6  =  —  2 p (p7  —  3r)  -+-  3q7  —  6  «  ; 
S.-hB^o, 
S,  ■+•  BS,  -H  2  C  =  o , 
S3-hBSî  +  CS,  +  3D  — o, 

et  la  formule  de  Lagrange  donne 

Si  =  mSi  =  —  2»!/; , 

52  =  msk  -+-  3s\  =  2.m  (p2  —  2r)+  12  p7, 

53  =  ffw6  -f-  1 5  s2 st  —  10^3 

= —  imp  (p7 —  3  r)-\-  3mq7 —  6mu  —  6op(p7 —  2r) — 907' 

On  en  déduit 

B  =  2  mp , 

C  =  p7(2m7  —  m  —  6)  -+-  îmr, 
3 D  =  2/>3  (m  —  1)  (1  m7  -\-  m  —  1 5 ) 

-+-  6pr  {2  m7  —  m  —  20)  —  3q7  (m  —  3o)  -f-  6rnu. 

(")  La  justice  exige  formules  d'Albert  Girard.     Tm. 


(  4^8  ) 
Maintenant  j'identifie  la  proposée  avec 

.  .  m  (  m  —  i  ) 

(atx  +  al)m  H S '-vs  {a,x-\-  a{ )«-* 

1.2 

,    m  (m  —  l)  (  m  —  2)    , r- ; — , 


(a'X—  3nr1)(fl„x-i-a1)'n-44-.. 


1.2.0 

/w  (  /w  —  1  )  /«  —  2  )  (  m  —  3  ) 
r.2.3.4 

/»(/??  —  0(/"  —  2)(m  —  3)  (/w  —  4)  t77*  —  5) 
1 .2.3.4-5.6 

X(<X  —  5«;«rt  —  io«^  +  5cr3)(fl,.rH-«,)'n-s-H 

Je  n'écris  pas  le  terme  en  [a0x-\-  ûîj)'"-5;  il  est  inutile. 

La  substitution  de  ces  coefficients' à  p,  q,  etc.,  donne 
après  réduction 

B.  =  —  al  \^  (x,  —  a?2)I  =  /wî  (m  —  1)0, 
aC=2«J  2(*i— «i)'(*i— :*8)' 

am'(ai  —  1)  (w  —  2)     /w'o2H ^ —  °o  M  > 

6D  =  —  6<  ^  (*«  —  *»)'  (*■  —  *■? (*■  —  **)' 
=  m7{m  —  1  )  ( m  —  2 ) 

/h' 
m*  (m—  3)o'H (m5  —  5/w  +  8)«Jo> 


X 


I 


.r, ,  .r2 ,  x3  ,  etc.,  étant  les  racines  de 

fm  =  («,,«,,«,,.  .  .  ,*«)(*,  i)'"  =  o. 

8.  Je  vais  maintenant  faire  usage  des  invariants  dans 
la  résolution  algébrique  des  équations  du  troisième  el 
du  quatrième  degré. 


(  4^9  ) 
On  trouve  dans  Ja  quinzième  leçon  du  Cours  d'Al- 
gèbre supérieure  de  M.  Serret  (ire  édition,  p.  186)  deux 
méthodes  pour  résoudre  l'équation  du  troisième  degré. 
La  première,  celle  de  Hudde,  traite  l'équation 

x3  -+■  px  -+-  q  =  O, 
et  fait  dépendre  sa  résolution  des  deux  suivantes 

P 

3j 

P3 

y*  +  qy3 =  o. 

27 

Cette  dernière  équation  étant  la  résolvante  de  la  pro- 
posée, l'expression  algébrique  de  x  est 


«        7  P 

4         27 

et  en  n'associant  que  les  valeurs  des  radicaux  cubiques 
dont  le  produit  est  — \^ 
J'identifie  la  proposée  avec 


{a0x-\-a,y-h  3m(a0x  +  e,):±:\/«J<p  —  ^vsz  =  o, 
la  résolvante  devient 

y*±sJa\o  —  4ct3J3  —  o3  =  0,       Rrr^ll, 

4 
et  l'expression  algébrique  de  .r  devient 

a0.r +  a, 


i=i/~  v^o  ? — 4°3  h-  «°  y7?  +  4  V 


—  \Z";?- 4n3  +  «oV/?  ,  ty  —  \/«o?—  4^3—  «oV7? 


(  43o  ) 
La  deuxième  méthode  proposée  par  Lagrange  traite  l'é- 
quation 

x3  -f-  Px2  ■+-  Qx  -+-  R  =  o, 

et  la  remplace  par  le  système 

—  P  4-  VÔ,  +  fà 
x  = 3 , 

QJ  —  (2P3  -f-  9PQ  —  27  R)  9  -+-  (P2  —  3  Q)3  =  o , 

0!  et  02  étant  les  racines  de  cette  résultante  en  0. 
J'identifie  avec 

OgX*  -+-  3  a,  x7-\-  3 a2x  -±-  a3  =  o, 
la  résolvante  devient 

al9 
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d'où 


a\  &  _  —  y/^o  y  —  4  ct3  —  "0  V? , 
27  2 


et 


t3/—  v^y  —  4p3+go\/y  ,  i3/--v^o?  —  4p3  —  «oV^ 
fll  -+-  y h  y  - 


valeur  identique  avec  la  première  trouvée  par  la  formule 
de  Cardan. 

L'extension  de  la  formule  de  Cardan  aux  équations 
complètes  ne  présente  qu'un  intérêt  théorique  5  l'intro- 
duction des  imaginaires  dans  deux  au  moins  des  trois  va- 
leurs de  x  rend  la  formule  inapplicable  en  pratique. 
Mon  seul  but  était  de  montrer  par  un  calcul  simple  que 
les  méthodes  de  Hudde  et  de  Lagrange  sont  identiques 
non-seulement  dans  leurs  résultats,  mais  même  dans  lea 
résolvantes  qu'elles  fournissent. 


(  43i  ) 

9.  Des  calculs  analogues  s'appliquent  à  la  résolution 
des  équations  du  quatrième  degré.  Je  ne  parlerai  que  de- 
là méthode  de  Lagrange  qui,  partant  de  1  équation 

x*  -f-  px3  -f-  qx1  -+-  rx  -+-  s  =  o , 
arrive  à  la  résolvante 

63  —  (V  —  Sq)  Q=  -h  (3/><  —  l6p'q  H-  16  q>  +  l6pr-  6^s)  & 
—  (pz  —  4pq-+-8r)2  =  o 

et  donne  pour  expression  des  racines  de  la  proposée 

_  —  p  -f-  y7?,  -h  y[Ô2  +  fà 

x j 

Avec  la  notation  symbolique 

(«OJ   «l>   «2)    «3J   «4)   (■*,    i)4    =   O, 

et  en  posant 

la  résolvante  devient 

4t34-I2cjt2  -+-  (12  ct2  —  aJ>)T  +  (4a3  —  a2,?)  =  or 

et  l'expression  générale  de  x 

—  «.H-  ^t,H-  v/t2+  V^s 
ar  = 

«0 
La  résolvante  peut  s'écrire  plus  simplement 

4(t-j-u)3  —  a20l(T  +  &)-+- al  p=of 
et  l'on  en  déduit 
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expression  remarquablement  simple,  grâce  à  l'emploi  des 
invariants. 

10.  Si  /*  =  o,  la  résolvante  devient 

4(t+  a)3  —  a2l  (t-+-ct)  =  o, 
et  se  décompose  en  les  deux  suivantes 

4(t  +  cj)2 «2>  =  0,        T-i-T3  =  0. 

Dans  ce  cas  t  et  par  suite  x  ne  contient  pas  de  radical  cu- 
bique, résultat  énoncé  dans  la  question  387  des  Nouvelles 
Annales  (t.  XVI,  p.  i83). 

11.  Les  applications  qui  précèdent  montrent  combien 
la  notation  symbolique  et  la  considération  des  invariants 
simplifient  l'étude  algébrique  des  fonctions.  La  notation 
habituelle  x"1,  ■+-  pxm~~  -f- . . .  ne  devrait  être  employée 
que  comme  procédé  de  calcul  et  devrait  toujours  dispa- 
raître des  résultats.  L'homogénéité  des  formules  est  un 
contrôle  continuel  de  l'exactitude  des  opérations  et  un 
moyen  mnémonique  d'en  conserver  le  souvenir.  On  peut 
appliquer  à  toutes  les  parties  des  mathématiques  ce  que 
M.  Lamé  dit  de  la  géométrie  :  «  Si  par  un  choix  néces- 
»  sairement  arbitraire,  on  remplace  l'ensemble  de  plu- 
»  sieurs  lignes  par  une  seule,  on  perd  toujours  en  clarté, 
»  en  précision,  en  richesse  de  déduction  plus  qu'on  ne 
»  peut  gagner  à  cette  simplification  apparente.  »  {Leçons 
sur  les  surfaces  isothermes ,  p.  16.) 
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REMARQUES  SIR  QUELQUES  SERIES; 

Par  M.  LE    BESGUE. 


1 .  Sans  être  nouvelles ,  les  remarques  suivantes  peu- 
vent être  utiles;  il  suffira  donc  de  les  exposer  brièvement. 
Le  terme  général  du  développement  de  la  puissance 

est  en  posant 

a  -4-  (î'.-f-  7  -\- .  .  .  =  m     et      1 .2.3.  . .  te  =  lia; 


n  a .  n  p .  n  7 . . 


«a6<V 


On   sait  que  le   coefficient exprime  le 

1  na.np.n7... 

nombre  des  permutations  des  facteurs  d'un  produit  où  il 

y  a  a  facteurs  égaux  entre  eux ,  puis  (3  autres  aussi  égaux 

entre  eux,  et  ainsi  de  suite  ,  le  nombre  total  des  facteurs 

étant  m. 

2.  Il  suitde  là  que  les  développements  (i-f-i)m,  (1  —  i)"1 
où  les  termes  également  distants  des  extrêmes  sont  égaux 
en  valeur  absolue,  conduisent  aux  relations  suivantes  : 


(0 


(2) 


n(2#w-+-i)      n(2///+i)      ni.nam 
2  2 


n2.n(2/n  —  1)  n»i.ii(mH-i) 

2  2 


o  = 


n  (  2  m  -f- 1  )       u  1  .  n  2  m 

2 


\      11 2 .  n  (  2  m  —  2  )  n  m  .  n  m  -+- 1 

Ann.  de  Mathcmat.,  t.  XVIII   (Novembre  i85gJ 
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(3; 


(4) 


II  2/n        ri2//J        ïlï.n(-im  —  i) 

2  I 

n  {m  —  i).n{m  -4-1)      nw.nw 

2  2 


O  = 


n(2w)      n  i  .n (a»/  — r 

2  .  I 


n  2 .  n  (  2  w  —  2)  n  /// .  n  /// 

relations  qui  vont  servir  pour  établir  quelques  formule* 
importantes. 

3.  Si  1  on  pose 

u"-         a*  u         n3         ir 

(5)*  =  .—  —  +__...,     r^_.___4-___..., 

on  en  déduira 

(6)  x*±y*=i. 

Les  formules  (i),  (2),  (3)  et  (4)  montrent  de  suite  que 
le  coefficient  de  chaque  puissance  de  u  dans  xl-{-yi  est 
égal  à  zéro. 

Les  formules  (5)  sont  donc  le  sinus  et  le  cosinus  d'un 
certain  arc  de  cercle.  Or  comme 

d.r  =  —  y  .  du ,      dy  =  x ,  du  , 
il  en  résulte 

dx1  ■+-  //>'  =  {x7  -4-  r- )  rfa», 
ou  bien 

ds  =  </« , 

d'où  u  =  s  en  prenant  convenablement  l'origine  des 
et  le  sens  dans  lequel  on  doil  1< -s  compter. 
L'expression 

dy  dy 

du  =  —  - 


s/'-r' 
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donne  encore 

dy 


J    ^ 


r 

qu'il  faudra  prendre  entre  les  limites  y  =  o  et  y  po- 
sitif <^  i. 

4.  Si  l'on  eût  posé 

.    .  u2         u{  m3         a5 

on  eût  trouvé 

(8)  T)-y]  =  x. 

Xi  et  ji  sont  ce  qu'on  nomme  sinus  et  cosinus  hyper- 
boliques, mais  ici  m  n'est  pas  un  arc  de  la  courbe. 
On  a 

dsc,  =:  y ,  du  ,       r/y,  =  a:,  du  ; 
.    dx, 

«  =     /  —  • 

J  V*î  - 1 

5.  Les  sinus  et  cosinus  hyperboliques  s'expriment  ai- 
sément par  des  exponentielles. 

Si  l'on  considère  l'expression 

ii  ,    .  «  m:  u3 

F(«)  =  .+  -+-  +  iï3+..., 

en  formant  le  produit  F  (u)  .F  (p-)  et  groupant  les  termes 
de  même  degré 

u'  v        u'~x  v'         (  u  -+-  r  ' 

+   •  •  ■-+-=-:  = 


et 


ni     nin(i  —  i)  ni  n/ 

28. 
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on  aura  la  relation 

(9)  F(«).F(p)  =  F(«-t-0, 

qui  conduit  Je  suite  à 

F(«)'  =  F(2«).  .  .,     F(«y=  F(i*« 
et,  par  suite, 


et  encore 


[fW]-=f(£-.) 


Il  faut  bien  remarquer  que  la  fonction  aku  satisfait  à  la 
relation  (9).  D'après  cela,  si  Ton  pose 


,  1 

«'=!   + 


I  1.2  1.2.3 

qui  conduit  à 

K.  —  lo£c, 
logo' 

quelle  que  soit  la  base  du  système  de  logai  iiliuie ,  011  aura 


le  sorte  qu'en  posant 


+ 

1  1  .2 


m 


on  trouvera 


*—($■).  ($■)" 


-H-  ■*— : — -H 
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et  pour  a  =  e, 


1  I  .  7.  I  .  ?.    3 

Or  soit 

e"=  x,-f-  j,, 

z  =  x,—  jrlf 
il  vient 

z.eu  =  x,  — y\  =  i      et     z  =  e" 

de  là  encore 

*i= ?    r>  — 


expressions  des  sinus  et  cosinus  hyperboliques. 
Comme 

C"  =  X,  -+-  >/■*?  —  !  » 

il  en  résulte 


et 


=  l  (x,  -*-  y/x?  —  i  ) 


V^xJ-i 
comme  on  l'a  déjà  vu. 

6.  L'expression  du  développement  de  a*, 

logtf     "\        ^loga 


.loi»  e      /         \  Ion  e 
I  I  .2 

conduit  à  la  dérivée  de  l'exponentielle-,  d'où  l'on  peut 
tirer,  par  le  théorème  des  fonctions  inverses,  la  dérivée 
delà  fonction  logarithmique.  Cette  marche,  suivie  par 
d'anciens  auteurs,  qui  ont  peut-être  un  peu  négligé  la 
rigueur,  est  plus  directe  que  celle  qui  consiste  à  traiter 
d'abord  la  fonction  logarithmique,  puisque  dans  l'ordre 
naturel  on  passe  des  exponentielles  aux  logarithmes,  et 
non  des  logarithmes  aux  exponentielles  (*). 

"")  Voir  t.  XIV,  ().  i5i.     1m. 
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GEOMETRIE  DU  CERCLE  ET  DE  1.4  SPHÈRE. 


Des  relations  qui  existent  entre  les  rayons  des  huit  cercles 
tangents  à  trois  autres ,  et  entre  les  rayons  des  seize 
sphères  tangentes  à  quatre  autres;  par  J.  Mention. 
(But.  Ac.  Saint-Pétersh.  ,  t.  XVEE-,  n°  4 1 4  ■>  P-  466; 
nov.  i858.) 

Il  y  a  deux  relations  pour  les  cercles,  et  six  pour  les 
sphères.  Question  proposée,  non  résolue  dans  Gergonne, 
t.  XIX,  p.  182. 

i°.  Conditions  pour  que  trois  cercles  aient  une  tan- 
gente commune  : 

R,  R',  R"  rayons  des  trois  cercles, 
d  =  distance  des  centres  des  cercles    R',  R", 
d'  =  »  R,R"; 

d"  =  »  R,  R'; 

T  =  aire  du  A  formé  par  les  trois  centres. 

Condition  : 

^V^(R  —  R')(R  —  R")  =  4P. 

2".    t*  =  puissance  du  (entre  radical ,  dans  ce  cas 

1 6  V  T  =  Y  R4  d'  —  V  R5  R'2  (d »  -+-  d"  —  d"'  ) 

—  V  R'^2(r/'3+  r/"1-    d')  +  d->d"d"\ 

3*.   Conditions  pour  que  quatre  sphères  aienl  un  plai 
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langent  commun  : 


A,  B,  C,  D  quatre  centres, 

A  =  aire  de  la  fare  BCD , 

B  =  d  ACD, 

C  =  »  ABD, 

D=  »  ABC; 

V  =   volume  du  tétraèdre  ABCD, 

R    rayon  de  la  sphère  A, 
R'  »  B, 

R"  «  C, 

R"  »  D. 


Condition  cherchée 


9  V  =  ^  D2  \R""  —  2  2  R  R  "  C0S  ^ A  '  D  )] - 

(Mention. 

TRIGONOMETRIE. 


a  étant  un  nombre  entier  positif,  on  a  généralement 


cos^  =  i[n-(-i)»](-i)f 

M.  Cari  Spitz,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  de 
Carlsruhe,  déduit  de  là  l'universalité  des  formules  connues 
de  sin  [a  -+-  b)  et  cos  (a  -+-  b).  {Archives  de  Grunert, 
t.  XXXII,  p.  289;  1859.)  Il  procède  ainsi  : 

a  étant  plus  petit  que  -  et  «  un  entier  positif,  on  con- 


naît les  diverses  valeurs  drsina,  dzeosa  olsinloM j  ; 
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on  pose 

/          aiz\    m 
sin  I  a  H )  =  x  sin  a  +  y  cos  a , 

et  prenant  pour    a  les   diverses  valeurs   ^n,   4n  — x» 
4  «  -h  2 ,  on  détermine  x  et  y,  et  Ton  a  finalement 

/  (7  7T  \  .  a  77  .       (1TZ 

sin     a  -| =  sin  a  cos [-  cos  se  sin  —  > 

2     /  1  2 


/  /2  TT  \  fl7T 

a  H =  COS  a  cos sin  a  sin 

\  2/  * 


«77 

2 


De  même,  en  s'appuyant  sur  les  expressions  (i),  soient 
oc  =  a'-] ->    £>  =  &'-{ ,   a.'  et  &'  moindres    chacun 

2  '  2 

que  y>  a  et  b  deux  nombres  entiers  positifs.  Faisons 

a  -f-  &  =  c; 

on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

an  an 

Sin  a  =  Sin  a    COS h  cos  a   Slll  - — -  > 

2  2 

.         an  a  - 

cos  a  =  cos  a  cos sin  a   sin ? 

2  2 

•      ,        *>*  «/   •    ** 

sin  p  =  sin  p  cos h  cos  p  sin  —  > 

6ît         .    ...   .    An 

cos  p  —  cos  p  cos sin  p  sin  —  ; 


(2) 


sin  (a  -i-  P)  =  sin  (  a'  +  P' H ] 

=  sin  (  a'  -f-  p'  )  cos  — ,  4-  cos  (  a'  -f-  p'  )  sin  —  ; 

car  a'-4-|3'<  -;  or  sin  a  cosfî  4-  cos  a  sin  |3,  en  y  subsli- 
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tuant  les  valeurs  de  ci  dessus,  amène  au  membre  à  droite 
de  l'équatian  (2)  ;  d'où 

sin(a  -h  (3)  =  sin  a  cosp  -+■  cosasin  (3. 

Même  raisonnement  pour  cos  (a  4- (3). 

THÉORÈMES   SIR  LE  TÉTRAÈDRE    (*); 

D'après  M.  DE  STAUDT  (a  Erlangen). 
4 .   Soit  ABCD  un  tétraèdre. 


DA.BC  =  « 

DB.AC  =  b 

DC  .  AB=  c 

On  a 


25=  a  -f-  b  ■+■  c ,  (à2=s(s  —  a)  (s — b)(s  —  c); 

V  =  volume  du  tétraèdre  ; 

r   —  ravon  de  la  sphère  circonscrite. 

6rV  =  w. 


2.  Mêmes  données  5  soit  un  cône  ayant  pour  sommet  D 
et  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC;  u  le 
produit  de  la  plus  grande  arête  et  de  la  plus  petite  arête 
de  ce  cône  -,  A  l'aire  du  triangle  ABC. 

On  a 

kll  =Z  tù. 

3.  Mêmes  données;  le  triangle  qui  a  pour  côtés  — —, 

—=»  —=•>   a  même  aire  que  le  triangle  ABC. 

\ju     \]u 

4.  Lorsque  deux  sphères  sont  en  relation  perspective , 
At ,  Bj ,  Ct ,  Dj ,  correspondant  respectivement  à  ABCD, 
on  a 

a  :  b  :  c  =  a,  ;  b{  '.  c, , 

a,b,c  conservant  même  signification  que  dessus. 

('*)  A  démontrer. 
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DEIX  THEOREMES  DE  MAXIMUMS  ARITHMOLOGIQUES  (*)  ; 

D'après  M.  OETT1NGER,  a  Fribourg. 


1 .  Le  nombre  entier  positif  N  est  décomposé  par  voie 
d'addition  en  r  nombres  entiers  positifs  égaux  ou  inégaux. 
Posons  N  -h  v  =  rh :  ;  v  est  un  nombre  essentiellement  po- 
sitif et  le  plus  petit  possible  pour  que  À  soit  entier-, 
(A- —  i)"  Àr~"  est  le  maximum  des  produits  des  r  nombres. 

2.  Lorsque  h  =  3  ,  cette  dernière  expression  est  un 
maximum  maximorum . 
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lavitis. 


QUESTIONS. 

490.  Étant  donné  un  cône  du  second  degré,  trouver 
le  lieu  du  point  d'où  ce  cône  est  vu  sous  un  angle  donné. 

491.  A  et  B  sont  deux  coniques  dans  un  même  plan. 
D'un  point  quelconque  situé  sur  A  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  la  polaire  de  ce  point  relativement  à  B. 
Quel  est  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire?  Quand 
ce  Heu  est-il  une  conique?  un  cercle? 

492.  Inscrivons  dans  le  triangle  ABC  le  triangle  cab  : 
c  est  sur  AB,  a  sur  BC,  b  sur  AC5  soit  O  un  point  fixe 
situé  dans  le  plan  du  triangle  ABC  5  menons  Ce',  B&',  A  a' 
respectivement  parallèles  à  Oc,  Oè,  Oa  5  c' est  sur  AB , 
a'  sur  BC ,  b'  sur  AC5  on  aura 

Oc         Ob  ^Oa 
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Les  doubles  signes  sont  relatifs  aux  diverses  positions  de 
0,a,6,c.  (Fàraguet.) 

493.  Soit  P  un  point  d'une  conique,  C  le  centre  de 
courbure  en  P,  O  le  centre  de  la  conique  ;  par  C  on  mène 
une  parallèle  à  la  tangente  en  P  ;  soit  D  le  point  où  cette 
parallèle  est  rencontrée  par  le  diamètre  OP  ;  on  a  CD  égal 
au  tiers  du  rayon  de  courbure  de  la  développée  en  C. 

(Abel  Trànson.) 

494.  Soient  ABC,  abc  deux  triangles  dans  le  même 
plan  ;  q  est  un  point  variable  tel ,  que  les  droites  qa ,  qb, 
qc  coupent  respectivement  les  côtés  BC ,  AC  ,  AB  en  trois 
points  qui  sont  en  ligne  droite  -,  le  lieu  du  point  q  est  une 
ligne  du  troisième  ordre. 

49o.  Une  courbe  C„  de  degré  n  et  une  conique  Cs  sont 
données  dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d'un 
point  quelconque  situé  sur  C„  par  rapport  à  la  conique 
C2  ;  soient  P  et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire 
avec  la  conique,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux 
normales  menées  en  P  et  Q  à  la  conique  ne  dépasse  pas  3  n. 

(Des  Boves.) 

496.  Par  un  point  pris  arbitrairement  dans  l'espace, 

*     -     1                     mp  [m  —  1  )  ( p  —  i )     .      . 
on  peut,  en  gênerai,  mener  — — ■ - droites  , 

dont  chacune  rencontre  en  deux  points  la  ligne  à  double 
courbure  résultant  de  l'intersection  de  deux  surfaces  al- 
gébriques d'ordre  m  et  p\  toutes  ces  droites  sont  sur  un 
cône  d'ordre  (m  —  1)  [p  —  1). 

Il  suit  de  là  que,  la  perspective  de  l'intersection  de 

1                 p           jj      j                           nip'm — \){p  —  1) 
deux  surlaces  d  ordre  m  cl  p  a  ■ = points  , 

doubles  situés  sur  une  courbe  d'ordre  (m  — 1)  [p  — 1). 

(Moutard.) 

iï»T      Tout  plan,  doublement   tangent  à  la  surface  en- 
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gendrée  par  une  conique  tournant  autour  dune  droite 
située  dans  son  plan,  la  coupe  suivant  deux  coniques 
dont  les  projections,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation ,  ont  un  foyer  commun  au  pied  de  l'axe. 

(Moutard.) 


SIR  DIVERSES  GEOMETRIES. 


Il  existe  aujourd'hui  huit  géométries ,  distinguées  les 
unes  des  autres  par  des  différences  logiques. 

Nous  les  désignerons  par  des  noms  de  géomètres  fran- 
çais qui  ont  publié  des  ouvrages  spéciaux. 

j.°.   La  géométrie  ancienne,  fondamentale,  celle  des 
Lycées  (Legendre); 

2°.  La  géométrie  projective  (Poncelet)  ; 

3°.  La  géométrie  dualiste,  polarité  réciproque  (Pon- 
celet) 5 

4°.  La  géométrie  segmentaire  (Chasles); 

5°.  La  géométrie  infinitésimale  (  Bertrand ,  Ossian 
Bonnet)  ; 

6°.  La  géométrie  cinématique  (Mannheim)  ; 

n°.  La  géométrie  algorithmique ,  déterminants,  inva- 
riants (Painvin). 

8°.  La  géométrie  épiphanoïque ,  famille  de  surfaces 
homofocales ,  isothermes ,  équistatiques  (Lamé). 

Il  y  a  encore  deux  autres  géométries,  dont  les  prin- 
cipes ne  sont  pas  encore  connus. 

a).  La  géométrie  de  situation,  indiquée  par  Leibniz  ; 
exemple  :  Jeu  du  solitaire,  cavalier  aux  échecs  (Euler)  : 
passage  des  ponts  sur  la  Pregel  (Euler). 

b).  La  géométrie  de  disposition,  objet  de  six  leçons 
publiques  de  M.  Sylvester,  dont  les  sommaires  sont  im- 
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primés,   et  que  ce  célèbre  mathématicien  promet  d'ex- 
poser prochainement  dans  un  Mémoire  spécial . 

Un  précieux  ouvrage  serait  un  traité  élémentaire  qui 
contînt,  outre  la  géométrie  fondamentale,  les  principes 
des  autres  géométries  avec  leurs  principales  applications 
aux  lignes  et  aux  surfaces  en  général.  Les  coniques  ne 
seront  dûment  connues  que  quand  on  cessera  de  les  étu- 
dier isolément ,  et  conservant  partout  la  rigueur  apodic- 
tique  âme  de  la  géométrie ,  on  devra  bannir  le  puritanisme 
et  suivre  le  conseil  que  donne  Bezout  dans  la  préface  de  sa 
Géométrie  :  «  Il  faut,  dit-il,  élaguer  ces  attentions  scru- 
puleuses qui  vont  jusqu'à  démontrer  des  axiomes,  et  qui  , 
à  force  de  supposer  le  lecteur  inepte,  conduisent  enfin  à 
le  rendre  tel.  » 

Chacune  de  ces  géométries  réclame  uu  Euclide. 


(MARIANTS 

(voir  p.  304  ). 


On  est  prié  de  relire  ce  qui  concerne  les   invariants 
(p.  253). 

17.  Soit 

U  =  (a„a„<i„  a3)  {x,x)\ 
Posons 

on  obtient 

trl  =  (A4,Al,À1,A8)(Ç,Ç)ï; 

Ao=(tfo,A,,A„  As)  (a,,a,)s,     A3  =  (A0,  A,,  A„  A3)  (  (},,  (3,)'; 

2  A    __  a   dA*    .    a    dA-° 
doc.,  fJx: 

dkt  rfA, 

rl${  (/fi, 
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Posons 
<j,=     a0a,  —  a]  ,   -  (o0a3  — a,a,),    (a,at—  a\)  I  (x,  j)% 

?1=rA.Aï-rA;,  ^(A0A3—  A,A5),   (A,A3—  A\)l  (?,Ç)»; 

les  binômes  doivent  être  considérés  comme  des  monômes. 
Remplaçant  dans  cp,  x  et  y  par  leurs  valeurs  en  £  ct£. 
et  dans  yt  les  A  par  leurs  valeurs  en  a,  on  trouve 

?■  =  («u  pj—  «2  PO'?; 

co  est  dit  un  covariant  de  IL 

Dans  les  invariants,  on  n'a  que  les  coefficients  a  de  U, 
tandis  que  dans  les  covariants,  on  a  aussi  les  variables  x,j. 

18.  Généralisation.  Soit  U  une  fonction  à  deux  va- 
riables; tranformons-la  linéairement  comme  dans  le  pa- 
ragraphe précédent 5  soient  a,  b,  c,  d,  ...  les  coefficients 
de  U,  et  A,  B,  C,  D,  . . .  les  coefficients  de  la  fonction 
transformée  Ut  -,  ces  coefficients  sont  des  fonctions  de  a, 
b,  c,  J,  .  . .  et  deat ,  j315  as,  |3S. 

Faisons  sur  U  une  opération  dérivative  ,•  par  exemple, 

d'il  rf'U       /  d'XJ  y 
dx2     dy"1  \  dx  dy  ) 

et  dune  manière  analogue, 
f/'U,  d' 


=  ?: 


dç    d 


?<; 


<p  est  composé  dea,i,c,^,...  et  de  x ,  ^  ; 

<pt  est  composé  de  A ,  B ,  C ,  D, . .  .  et  de  £ ,  £. 

Si  remplaçant  dans  <j> ,  ;r  etj-  par  ses  valeurs  en  £,  C,  et 
dans  Çi ,  A ,  B,  C ,  D .  .  .  par  ses  valeurs  enû,i,c,rf...j 
a, ,  at ,  (3j ,  (3, ,  on  obtient 

«Pt  =  (<*<  p.  —  <*,(*,  )/<?, 
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ou  p  est  un  entier  positif  alors  ç>  est  un  covariant  de  l  . 
Il  v  a  encore  d'autres  opérations  dérivatives  qui  don- 
nent des  covariants.  La  démonstration  exige  qu  on  sache 
ce  que  deviennent  par  transformation  les  quotients  diffé- 
rentiels  de  L  .  c'est  L'objet  de  l'article  suivant. 

Transformation  linéaire  des  quotients  différentiels  (*). 

19.   Soit  le  q nantie  binaire  U  et  le  transformé  L  t ,  au 

moyen  de 

x  =  x  X  -t-  p  Y. 

y  =  a,  X  -r-  S.  Y: 

d'où  l'on  déduit 

(a,pa)  x  =p,«  —  p,ri 

(a,  ^,)   Y    =-a:x  +  a,7; 

donc 

rfO  __«fU,  rfX       dU,  rfT 

777  — 'dx~dx  """  17y  77T7' 

rfU_dU,  rfX       f/U,  </Y 

77^  ~~  77x  777  "*"  dt  dy  ' 

,ju         </f,  /—    r 

Ainsi,  à  1  exception  du  diviseur  constant — »  —r- 

r  (a.  pi)      «r 


•    r  / .   i  -,  ha  les  Allemands  et  adopté  par  H.  Du- 

hamel ,  esl  préférable  a  coefficient  JifferaUieltqui  est  seulement  relatif  au 
théorème  de  Taylor. 


>'t  —  —  sont  translormes  respectivement  par  Je  même 


,,,                                      ,                  <IY                     dV 
procède  que  x  et  y,  on  remplace  or  par  — -etj-par 

Si  l'on  a  donc 

D=/(*tjr),     U.=/(X,Y), 
on  a  aussi 

le  second  membre  est  donc  un  covariant  de  U  (18)  ;  n  in- 
dique le  degré  de  y. 

Il  faut  faire  attention  que  xv yi  ne  donne  pas 


'-■''un*)- 


mais 

d"V 


(—  iV 


d.rP  cft^I 

où  n  est  le  degré  de  U  et  p  ■+-  q  =  «. 

20.  Exemples.   i°. 

U=ra«'-|-26xr-t-ey-',     U,  =  AX3-f-  2BXY  -+•  2CY3; 
d'où 

(a)   (a,  S,  J(a— -—  26~— — -t-c  — - ,    =— r? rur—p *+■ C  35*» 

\    ^7  rfrrfy         «te1/      ait1       dYdX         dX2 

L  et Uj  sont  sous-entendus.  Exécutant,  on  trouve 
(a,py  [ne  —  63)  =  AC  — B', 

où  ac  —  &8  est  un  invariant ,  parce  que  les  variables  ont 
disparu.  Mais  si  n  est  supérieure  à  2,  la  formule  opéra- 
toire donne  un  covariant. 
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Ainsi ,  faisant  n=.  3  et  appliquante  formule  opératoire 

a- 2  b  - — -  +«—11 

dy'i  dx  dj  dy2  j 

(U  n'est  pas  un  facteur,  mais  à  écrire  après  les  d*),  et 

posons 

U  =  ox'  ■+■  3  bx1  y  •+•  3  cxy1  -h  dy*, 

on  trouve  pour  covariant,  après  avoir  divisé  par  6, 

2(<7c  —  b*)x  H-  [ad  —  be)y; 
on  a  encore 

z[bd  —  c')/  +  (a^ —  bc)  x. 

Cette  formule  opératoire  est  maintenant  connue  sous  le 
nom  de  TIessien,  d'après  le  célèbre  disciple  de  Jacobi, 
Otto  Hesse.  Mais  si  l'on  applique  à  cette  fonction  U  îa 
formule  opératoire 

aÉL-Zb-^-+$c— d  —  , 

dy3  dy*  dx  dy  dx1  dx3 

les  variables  disparaissent,  et  l'invariant  s'anéantit  iden- 
tiquement, de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  d'invariant,  et  la 
même  chose  a  lieu  pour  toute  fonction  de  degré  impair, 
lorsqu'on  y  applique  une  formule  opératoire  déduite  de 
cette  fonction  elle-même.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
d'en  chercher  la  démonstration.  Cela  n'a  pas  lieu  pour  les 
fonctions  de  degré  pair,  qui  donnent  toujours  un  invariant. 

2°. 

U  =  (a,  by  c,d,  e){x,y)\ 

on  en  déduit  la  formule  opératoire 

d"        , .     r/4  d*  ,   .     d*  d* 


a  — A.  b  - — ■ — \-  6  c  — — — -  —  Ld 

J..4  ,/—3   ,J_  ,7.-2    ,/—  ] 


C 


dy'  dy3  dx  dy7  dx1        T     dy  dx?  dx' 

appliquant  cetre  formule  à  U,  on  trouve  1  invariant 
ne  —  \  bd  -f-  3  c1  ; 


donc 
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d*    d*  d*         d*  a  I      d* 

dx"  ~dy~K  ~~  *  dx3dy  dx  dy3  \  dx>  dy" 


appliqué  à  U,  donne  l'invariant 

ae  —  ^bd-\-  3c1; 

et  en  appliquant  celte  même  formule  opératoire  à  un 
degré  supérieur,  on  trouve  un  covariant. 


SOLUTION  GEOMETRIQUE  DE  LA  QUESTION  Ml 

(voir  t.  XVII,   p.  31); 

Par  M.  J.   MURENT,   de   Clermont. 

Licencié  es  Sciences. 


A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  côtés  et  les 
angles  dun  parallélogramme  pour  qu'il  soit  possible 
d'inscrire  un  carré  dans  ce  parallélogramme  P 
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I.  Soit  un  carré  MNPQ  inscrit  dans  un  parallélo- 
gramme OADR.  Les  triangles  MAQ  et  NBPsont  égaux, 
cir  le  côté  MQ  =  NP  et  les  angles  sont  égaux  chacun  «à 
chacun,  comme  ayant  les  côtes  parallèles;  donc  les  li- 
gnes MA  et  BP  sont  égales  et  parallèles;  par  suite,  les 

?.g. 
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lignes  MP,  AB  se  eoupent  en  leurs  milieux,  et  il  en  est  de 
même  des  lignes  NQ  et  AB. 

Ainsi ,  les  diagonales  du  carré  et  celles  du  parallélo- 
gramme se  coupent  en  un  même  point  C.  On  sait  aussi 
que  les  diagonales  du  carré  sont  égales  et  perpendiculaires 
entre  elles. 

Cela  posé,  menons  CK  et  CH  parallèles  à  OA  et  OB , 
puis  abaissons  sur  OA  les  perpendiculaires  CF,  BL  et 
]NG  ;  cette  dernière  rencontrant  CK  au  point  I.  Les  trian- 
gles rectangles  CMF,  CjNI  sont  égaux,  car  les  hypoté- 
nuses CM  et  CN  sont  égales  comme  demi-diagonales  d'un 
carré,  et  les  angles  MCF,  NCI ,  ayant  même  complément 
ICM ,  sont  égaux.  On  a  donc 

CF  =  CI  =  FG, 

et  la  figure  CIGF  est  un  carré.  On  trouvera  la  même  pro- 
priété en  abaissant  des  points  C,  A,  M,  des  perpendicu- 
laires sur  OB. 

De  là  résulte  cette  construction  simple  du  carré  inscrit 
dans  un  parallélogramme  donné  OADB  :  Parle  point  de 
rencontre  C  des  diagonales  du  parallélogramme,  abaissez 
la  perpendiculaire  CF  sur  un  des  côtés  OA  ;  portez  la 
longueur  CF  en  FG  sur  ce  coté,  et  par  le  point  G  élevez 
sur  OA  une  perpendiculaire  qui  rencontre  l'autre  côté 
OB  en  un  point  N.  Menant  ensuite  par  ce  poini  \ 
la  ligne  ÎNCQ,  et  par  le  point  C  la  perpendiculaire 
MCP;  joignant  enfin  deux  à  deux  les  points  M,  N,  P, 
Q  où  ces  deux  lignes  rencontrent  les  côtés  du  parallélo- 
gramme; la  figure  MÏNPQ  ainsi  formée  sera  un  carré 
inscrit. 

En  effet,  si  l'on  mène  à  OA  la  parallèle  Cl  et  la  per- 
perpendiculaire  CF,  les  triangles  rectangles  CiNI,  CMF 
sont  égaux  ,  car  les  côlés  Cl .  <  I  sonl  égaux  par  construc- 
tion, et  les  angles  iNCI,  MCF  ayant  même  complément, 
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BÔnt  égaux.  Donc  Ci\  =  CM,  et  lou  prouvera  facilement 
que  la  figure  MjNPQ  est  un  carré. 

II.  Désignons  par  9  l'angle  AOB  (fîg.  1  ),  que  nous 
supposerons  toujours  un  des  angles  aigus  du  parallélo- 
gramme; posons 

OA  =  2  a     et     OB  =  2  b  ; 
d'où  résulte 

CK= :  OH=HA  =  fl,      CH  =  6, 

et  abaissons  BL  perpendiculaire  sur  OA.  Pour  qu'il  soit 
possible  d'inscrire  un  carré  dans  le  parallélogramme 
OADB,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  M  et  N  déter- 
minés par  la  construction  précédente  tombent  sur  les 
côtés  OA  et  OB  ,  et  non  pas  sur  leurs  prolongements. 

Or,  d'après  cette  construction,  pour  que  le  point  N  se 
trouve  entre  O  et  B,  il  faut  qu'en  portant  FC  en  FG,  le 
point  G  tombe  entre  O  et  L  :  ce  qui  exige  que  l'on  ait  à  la 
fois 

CF>FL     et     CF<FO. 

Mais  comme  on  a 

CF  =  CH  sin  9  =  b  sin  0,     FL  =  FA  =  HA—  HF  =  a  —  b  cosS, 
FO  =  OH  +  HF  =  a  +  cos  9 , 

ces  inégalités  deviennent 

b  sin  9  ^>  a  —  b  cos  9     et      b  sin  9  <^  a  •+-  b  cos  9  . 

ou  enfin 

(i)  a  <  b  (sin  9  -+-  cos  9) , 

(2)  a  ^>  £(sin  9  —  cos  9). 

Comme  le  sommet  M  pourrait  être  déterminé  par  une 
construction  identique  à  celle  qui  a  donné  le  point  ÎN  ,  les 
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conditions  pour  que  le  point  M  se  trouve  entre  O  et  A, 
seront 

b  <^  a  (  sin  9  +  cos  9  ) ,      b  ^>  a  (  sin  9  —  cos  9  ) , 

et  pourront  s'écrire  sous  la  forme 

(3)  «> 

(4)  «< 


sin  9  4-  cos  9 
sin  9  —  cos  9 


Je  dis  maintenant  que  les  quatre  conditions  (i),  (2), 
(3),  (4)  se  réduisent  à  deux.  En  effet, 
i°.  Si  l'on  a 

0<45°,     d'où     cos  9  >•  sin  0, 
les  inégalités  (2)  et  (4),  mises  sous  la  forme 

a-\-  b  { cos  9  —  sin  9  )  ^>  o ,      b  +  «  (  cos  9  —  sin  9  )  ^>  o , 

6onl  toujours  satisfaites,   et  il  ne  reste  que  les  condi- 
tions (1)  et  (3). 
20.   Si  Ion  a 

9  >  45°,     d'où     sin  9  >  cos  9 , 

la  relation  évidente 

sin2  9  —  cos2  9  <^  i 

donne ,  en  divisant  par  sin  0  -f-  cos  6 , 

sin  9  —  cos  9  <^  — 


sin  9  -j-  cos  9 


et,  par  suite,  l'inégalité  (3)  entraîne  l'inégalité  (2).  De 
même  la  relation 


sin  9  -+-  cos  9  < 


sin  9  —  cos( 


montre  que  l'inégalité  (1)  entraîne  l'inégalité  (4)- 
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Donc  enfin  toutes  les  conditions  demandées  sont  ren- 
fermées dans  les  deux  relations 


(0 

(3) 


a£  b  (sin  9  4-  cos  9), 


a>  b 


sin  9  4-  cos  9 


Ces  deux  dernières  inégalités  sont  d'ailleurs  compatibles 
car  l'angle  6  étant  aigu,  on  a 

sin9^>o,      cos9>o,      sin  9  4-  cos  9  ^>  i, 
et,  par  suite, 

A 

b  (sin  9  4-  cos  9)  >» 


sin  9  4-  cos  9 
Nous  allons  maintenant  interpréter  ces  résultats. 

FlG.   2. 
B  D"  R  D' 


IQ.  Supposons  d'abord  que  l'angle  BO.r  et  l'un  des 
côtés  OB  =  ib  du  parallélogramme  soient  donnés  {fig.  i). 
Les  relations  (i)  et  (3)  indiqueront  les  limites  entre  les- 
quelles devra  être  compris  l'autre  côté  ia,  pour  qu'il 
existe  un  carré  inscrit. 

Afin  de  construire  ces  limites,  abaissons  BL  perpen- 
diculaire sur  Ox  et  portons  BL  en  LA':  OA' sera  la  lon- 
gueur maximum  du  côté  2a,  car  on  aura 

OA'  =  OL  4-  LA'  =  OL  4-  BL  =  2  b  (cos  9  4-  sin  9). 

Menant  ensuite  par  le  point  B  la  droite  BA",  de  ma- 


(  456) 
nière  que  l'angle  OBA"  =  45°,  la  longueur  OA"  sera  la 
limite  inférieure  du  côté  ia\  car  en  abaissant  A"  S  per- 
pendiculaire sur  OB ,  on  aura 

SB  =  SA", 
et,  par  suite . 

?.  b  =  OS  +  SB  =  OS  +  SA"=  OA"  (Vos  9  -+-  sin  9) , 

d'où 

o.b 
OA" 


cos  9  +  sin 


On  obtient  ainsi  deux  parallélogrammes-limites  BOA'iy. 
BOA'D7.  La  construction  d'un  sommet  du  carré  inscrit 
montre  que,  dans  chacun  de  ces  parallélogrammes-li- 
mites, le  carré  inscrit  est  le  carré  ayant  pour  diagonale  la 
plus  petite  diagonale  du  parallélogramme. 

En  prenant  pour  le  sommet  A  un  point  quelconque 
situé  entre  A"  et  A',  on  déterminera  une  infinité  de  pa- 
rallélogrammes dans  lesquels  on  pourra  inscrire  un  carré. 

Dans  le  cas  particulier  où  9  =  900,  les  conditions  (1) 
et  (3)  donnent  a  =  b,  c'est-à-dire  que  le  parallélogramme 
doit  être  un  carré.  La  construction  d'un  sommet  du  carré 
inscrit  montre  qu'on  peut  prendre  pour  ce  sommet  un 
point  quelconque  du  côté  du  carré  donné,  et  l'on  trouve 
ainsi  cette  propriété  connue  :  Que  dans  un  carré  donne 
on  peut  inscrire  une  infinité  de  carrés. 

Si  l'on  a  5  =  4^°-.  'cs  conditions  (1)  et  (3)  se  réduisent  à 

a    •  b  V  2 ,       a  ^  —  b  \   1 

Les  parallélogrammes-limites  sont  doubles  l'un  de  l'autre  , 
et  chacun  d'eux  est  double  du  carré  inscrit. 

IN  .   Supposons  donnés  les  deux  côtés  -ia  ci  ib.  Les  re- 
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lations  (i)  et  (3),  écrites  sous  la  forme 


a  ^  b 

sin  G  +  cosb-  -ri      sin  h  -+-  cos  9  £  -» 
6  « 


se  réduisent  à  une  seule 


(5) 


sin  0  -4-  cos  9  Q  -ri 

0 


en  supposant  a^>b.  Mais  comme  on  sait  que  le  maxi- 
mum de  sin  0  4-  cos  0  est  \ji ,  on  a  aussi 


(6) 


sin  4  +  cosGi^  \J2. 


Les  relations  (5)  et  (6)  donnent  les  limites  entre  les- 
quelles doit  être  compris  l'angle  9  pour  que  l'inscription 
du  carré  soit  possible  ;  et  ces  relations  ne  seront  compa- 
tibles que  si  l'on  a 

j^\J2      on      a^b  y'?.- 

Ainsi,  la  construction  du  carré  inscrit  exige  d'abord 
que  les  côtés  donnés  satisfassent  aux  relations 

b^a<b  y/a. 
Fig.  3. 


(>         T." 


En  supposant  ces  premières  conditions  remplies  ,  cons- 
truisons les  limites  de  0.  Pour  cela.  soitOA  =  ia(fg.  3), 


(458  ) 
l'égalité 

sin  9  4-  cos  9  =  \fz      donne      9  =  4^°  =  AOV  ; 

c'est  une  des  limites  de  B.  Menons  ensuite  par  le  point  A 
la  ligne  indéfinie  Ay  telle,  que  l'angle  OAy  =  45°,  et  du 
point  O  comme  centre,  avec  ib  pour  rayon,  décrivons 
un  arc  de  cercle.  Puisque  l'on  a 

a<C^b  \Ji,      d'où     &>>— =     ou      2è>0V, 

y/2 

cet  arc  coupera  nécessairement  la  ligne  Ajr  en  deux 
points  B',  B",  et  les  angles 


» i\" 


AOB'  =  9',     AOB"  = 

qui  comprennent  entre  eux  la  première  limite  AOV,  se- 
ront les  valeurs  deô  satisfaisant  à  l'équation 

a 
sin  9  4-  cos  Q  ■=  -• 
b 

En  efïet ,  en  abaissant  B'L'  perpendiculaire  surOA, 
on  a 

B'L'  =  L'A, 
et,  par  suite, 

2«  =  OA=  OL'  4-  L' A  =  OL'  -I-  BL'  =  ib  (cos  9' 4- sin  9'), 


d'où 


cos  0'4-  sin  9'  =  T< 
b 


Ou  verra  de  même  que 


.      „       a 

cos  9  4-  sin  9'  =.  T 

b 


Il  résulte  encore  de  la  relation  b    ' H .  que  lc>  deux  an- 
gles 6',  0"  seront  aigus 


(45y  ) 
Ainsi,  les  deux  côtés  2  a  et  ib  étant  donnés  et  satis- 
faisant aux  conditions 

b<a^b  ^2, 

on  pourra  donner  à  l'angle  6  formé  par  ces  côtés  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  les  limites  AOB',  AOB",  aux- 
quelles correspondent  les  parallélogrammes  B'OAD', 
B'OAD".  En  prenant  pour  le  sommet  B  un  point  quel- 
conque de  l'arc  B'B",  compris  entre  B'  et  B",  on  déter- 
minera toujours  un  parallélogramme  dans  lequel  il  sera 
possible  d'inscrire  un  carré. 

Dans  le  cas  où  a  =  b ,  les  limites  de  0  sont  données  par 
les  relations 

sin  9  4-  cos  9  ^  1      et      sin  9  ■+■  cos  8  S  ya  ; 

et  comme  ces  relations  ont  lieu  pour  toute  valeur  de  8 
comprise  entre  o  et  90  degrés ,  on  en  conclut  qu'il  est  tou- 
jours possible  d'inscrire  un  carré  dans  un  losange,  quels 
que  soient  les  angles  de  ce  losange. 
Si  l'on  a 

a  •=.  b  y  2 , 

les  conditions  (5)  et  (6)  deviennent 

sin  9  -+-  cos  9  ^  \[ô.     et     sin  ô  4-  cos  9  ^  \ji , 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

sin  9  4-  cos  9  =  y/2 ,      d'où     9  =  fôa. 

11  n'y  a  ,  dans  ce  cas ,  qu'un  seul  parallélogramme  dans 
lequel  on  puisse  inscrire  un  carré. 

Ces  dernières  propriétés  résultent  aussi  de  la  construc- 
tion indiquée  sur  la  fîg.  3  ,  quand  on  y  suppose  successi- 
vement 

2è  =  0A     et     ib  =  OV. 
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REMARQUES  SUR  QUELQUES  SERIES  (suite) 

(voir  page  433"  ; 

Par  M.  LE  BESGUE. 


7.   Si  dans  le  développement  de  ex  on   change  x  en 

x  y/ —  i,  on  trouve,  au  moyen  des  formules  (5)  qui  re- 
viennent à 


cosjc  =  i 


sin  x  =  x 


i    2    '    r .  2   3  . 1 


.2.3  1.2.3.4.5 

l'équation 

e1      '  =  cos.r  ■+•  sj —  1  .  sin.r  ; 

de  même  en  changeant  x  en  —  x  \l —  1 ,  on  trouve 


C~xV~l  =  COS.T  —    V  —  • 

.  sin.r, 

par  suite 

cos.'-  =  -  \  rrV/-'  -f-  c~xi 
2  ' 

-!• 

1           I        i — 

sin  x  =t  — ■ \e*v—'  — 

2  y/—  1  ' 

-r-«| 

Ces  expressions,  où  les  imaginaires  se  détruisent,  condui- 
sent très-brièvement  à  des  résultats  qui  demanderaient 
de  longs  calculs,  si  Ton  voulait  éviter  L'emploi  des  ima- 
ginaires, symboles  d'une  grande  utilité,  qui   voilenl  à  la 

\  cri  lé  les  opérations  pour  n'en  montrer  que  les  résultats. 

8.   Les  formules  (S)  de  l'article  i  peuvent  se  mettre 
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sous  la  l'orme 


i 

2 


S.r  -=-(ex—  er 

2  v 


de  h 


C(x±y)  =  Cx.Cy±:Sx  Sy, 
S(xzhy)  =  Sx.Cy±Cx.Sy, 


et  une  foule  d'autres. 

L'expression  Cx  est  un  cosinus  hyperbolique ,  Sa?  est 
un  sinus  hyperbolique.  On  voit  que  ce  sont  les  coordon- 
nées d'un  certain  point  de  l'hyperbole  équilatère  dont 
l'équation  est 

r2  —  y1  —  I  . 

On  a  formé  des  Tables  pour  ces  sinus  et  cosinus  et  pour 
leurs  logarithmes.  Elles  résolvent  des  problèmes  analo- 
gues à  ceux  dont  la  solution  se  tire  des  Tables  trigono- 
métriques  ordinaires.  Un  exemple  très-simple  est  la  réso- 
lution de  l'équation  du  troisième  degré  pour  le  cas  d'une 
seule  racine  réelle.  Chacun  le  développera  facilement. 

N.  B.  A  la  page  433  ,  ligne  3  en  remontant,  il  y  a  une 

faute  de  siçne,  il  faut  lire 

n  i  .Uim 

A  la  page  435,  ligne  io ,  au  lieu  de  un  arc  de  la  courbe, 

il  faut  lire  l'arc  de  la  courbe  compris  entre  le  sommet  et 

le  point  dont  les  coordonnées  sont  xt  et  yx. 
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Données  :  Équation  générale  d'une  sphère,  axes  quelconques, 
détermination  du  centre  et  du  rayon;  par  M.  Gerono 346 

Généralité  des  formules  sin  (  a  +  b  ) ,  cos  (  a  -h  b)  ;  par  M.  Cari 
Spitz i  k 

Coniques  planes. 

Propriété  de  systèmes  de  coniques  semblables,  triangles  in- 
scrits et  circonscrits;  par  M.  Striner 6i 

Lieu  géométrique  de  l'intersection  de  deux  normales  aux  points 
d'intersection  dune  conique  par  une  sécante  passant  par 
un  point  fixe  (question  443);  par  M.  A.  Terquem 

Aire  d'un  trapèze  dont  un  côté  est  un  arc  d'hyperbole;  par 
MM.  Vernier,  Dupain,  Chardonnet,  Bouterg,  Stephart, 
Emile  Françoise,  Challiot  et  Lemoine 1 48 

Une  conique  touche  deux  droites  données,  le  coefficient  de  x1 
varie  de  -+-  00  à  —  00 ,  les  autres  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières algébriques  de  deux  quantités  a  et  [3;  trouver 
le  lieu  géométrique  du  point  qui  a  pour  coordonnée^  y.  et 
(3,  et  applications;  par  le  Rédacteur i63 

Propriétés  de  triangles  inscrits  ou  circonscrits  a  des  coniques; 
d'après  M.  Andrews  Hart îfi- 

Aire  de  triangles  considérés  dans  les  coniques  (voir  Géométrie 
segmentaire)',  par  M.  Faare 181 

Exercice  numérique  sur  les  coniques 21 3 
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Espèce  de  la  section  conique  déterminée  par  cinq  conditions 
données  (points  ou  tangentes);   par  M.  E.  de  Jonquières,     2i5 

Équation  d'un  cercle  touchant  des  droites  (  voir  Géométrie 
algorithmique  )  ;  d'après  M.  Cayley 223 

Données  :  Trois  coniques  A,  B,  C  ;  par  les  quatre  points  d'in- 
tersection des  coniques,  on  peut  mener  trois  coniques  tou- 
chant C  en  trois  points  ;  de  même  en  combinant  deux  au- 
tres coniques,  les  neuf  points  de  contact  sont  sur  une  ligne 
du  troisième  ordre  qui  passe  encore  par  neuf  points  déter- 
minés ;  par  M.  Faure 23g 

Solution  géométrique  de  la  question  443  (voir  ci-dessus  p.  77)  ; 
par  M.  E.  île  Jonqaières 261 

Données  :  M  une  conique,  d  un  point,  F  polaire  de  d  relative- 
ment à  M,  N  polaire  réciproque  de  M  relativement  à  un 
cercle  o,  à  construire  de  telle  sorte  qu'un  foyer  de  N  soit 
le  pôle  de  F  relativement  au  cercle  de  centre  o;  si  l'on 
inscrit  dans  la  conique  M  un  triangle  dont  deux  sommets 
sont  fixes,  le  segment  intercepté  sur  F  par  les  côtés  mo- 
biles est  vu  du  centre  o  sous  un  angle  constant;  par 
M.  Mannheim 3o8  et     i;o 

ABCD  quadrilatère  circonscrit  à  une  conique,  a,  c  distances  res- 
pectives des  sommets  opposés  A,  C  à  une  cinquième  tan- 
gente quelconque;  les  b,  d  distances  respectives  pour  les 
deux  autres  sommets;  a,  b,  <-,  d  distances  de  ces  sommets 

CIC        (l  c' 

à  un  des  foyers  de  la  conique  ;  on  a  y.  =  -p-j,  ;  par  M.  Housel.     3  5  2 

Lieu  d'intersection  de  deux  normales;  par  M.  E.  de  Jon- 
qaières   , $06 

Sur  les  coniques  déterminées  par  cinq  conditions;  par  .M.  E. 

de  Jonqidères 4^4 

Surfaces  du  second  ordre. 

Intersection,  droite  et  plan  (géométrie  algorithmique)  ;  par 
M.  Painvin 33 

Propriétés  focales  (Hellermann  ,  Valson  )  ;  par  M,  Deivutf.  ...  47 
Point  intérieur  (géométrie  algorithmique);  par  M.  Painvin.  .  49 
Intersection    pur    un    plan    (géométrie   algorithmique);    par 

Painvin 89 

\  point  fixe  sur  l'intersection  de  deux  plans  M,,  M2,  AP  droite 

variable  dans  le  plan  M,.  AO  droite  dans  le  plan  iM,  »'t  por- 
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Pages, 
pendiculaire  à  AP,  AR  droite  perpendiculaire  à  AP  et  à  AQ; 
l'enveloppe  du  plan  AP,  AQ  est  un  cône  du  second  ordre, 
de  même  la  surface  décrite  par  AR  (question  466);  par 
MM.  A.  Terijuem  et  Brault 20:» 

.r-'-f-(2  7?r+i)  (  vM-s2)  —  i{xy-\-yz-\-zx)  =  inï—Zm+i , 
m  variant  de  -4-oc  à  — qo  ;  discussion  des  diverses  surfaces 
(concours  de  l'École  Polytechnique  i858);  par  M.  Léon 
Brault , 220 

Note  du  Rédacteur  sur  l'emploi  de  ces  surfaces 221 

Un  plan  fixe  coupe  suivant  des  cercles  un  système  de  surfaces 
du  second  ordre  qui  passent  par  une  conique  donnée,  tous 
ces  cercles  ont  pour  axe  radical  commun  l'intersection  du 
point  fixe  avec  le  plan  de  la  conique  (question  4/0 î  Par 
M.  Chabirand %£8 

k°.  Le  lieu  du  milieu  d'une  corde  passant  par  un  point  fixe 
est  une  surface  homothète  à  la  surface  du  second  degré 
donné.  —  20.  Équation  du  plan  tangent  d'un  hyperboloïde 
mené  par  un  point  donné  sur  l'hyperboloïde  ou  sur  un  pa- 
raboloïde;  par  M.  Gerono 3o5 

Données  :  Hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  hyper- 
bole équilatère,  un  plan  perpendiculaire  au  cercle  de  gorge, 
un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  surface  et  pour  base  le 
cercle  de  gorge,  l'intersection  du  cône  et  du  plan  est  un 
cercle  (question  481);  par  MM.  Chardonnet  et  A.  Ter- 
(juein 33<j 

La  distance  du  centre  d'un  hyperboloïde  au  point  d'intersec- 
tion de  deux  génératrices  rectangulaires  est  constante;  le 
lieu  géométrique  de  ce  point  d'intersection  est  la  section 
de  l'hyperboloïde  par  une  sphère  concentrique;  par  M.  Ge- 
rono       343 

Détermination  du  centre  et  du  rayon  de  la  sphère  donnée  par 
une  équation  générale,  axes  quelconques;  par  M.  Gerono.  .     346 

Les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  sont  les  génératrices  d'un 
hyperboloïde  (question  472  )  ;  par  M.  Bellac 

Note  du  Rédacteur  sur  cette  propriété:  le  centre  de  l'hyperbo- 
loïde, le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  sont  sur  une  même  (Imite 35 1 

Équations  les  plus  simples  des  byperboloïdes  à  une  nappe  el 
deux  nappes  |  Programme  officiel)]  par  M.  Gerono tg  \ 

1  ônes  el  rj  lindi es;  pai   M    Pninvin i°~ 
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(îéométrie  dans  l'espace;  Ligues  en  général  el  Surfaces. 
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Casiers  et  treillis  (systèmes  de  plans  et  de  droites);  par  le 

Rédacteur 4<) 

Propriétés  générales  des  lignes  et  des  surfaces  coupées  par 
des  transversales  ;  par  le  Rédacteur 1 1 1 

Nombre  de  points  multiples  d'une  courbe  algébrique;  par 
M.  Abel  Transon «  4^ 

Théorème  I.  Les  pieds  des  normales  abaissées  de  deux  points 
fixes  sur  une  courbe  plane  de  degré  //,  sont  respectivement 
sur  deux  courbes  de  degré  n  qui  ont  en  commun  n2  —  n  -+- 1 
points  fixes.  —  Théorème  II.  Le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  une  courbe  de  la  classe  n  est  une  courbe 
de  degré  n2.  —  Théorème  III.  Les  podaires  de  tous  les 
points  du  plan  d'une  courbe  de  degré  n  ont  en  commun 
(  n  —  i)2  points  fixes,  etc.;  par  M.  Dewulf 179 

Sur  un  conoïde  engendré  par  des  normales  à  une  surface  me- 
nées par  des  points  d'une  droite  situées  sur  la  surface; 
par  le  Rédacteur 192 

Surfaces  du  quatrième  ordre,   troisième  classe,  et  cubique 

gauche  (  voir  Géométrie  segmentaire  ) 1 99 

Données  :  Courbes  planes  A,  B,  C  de  l'ordre  m,  lieu  des  points 
de  contact  des  courbes  d'ordre  m  qui  passent  par  les  ur 
points  d'intersection  des  courbes  A,  B  touchant  la  courbe C 
(  question  4°6  )  ;  par  M.  Faure - 237 

Section  du  tore  par  un  plan  tangent  à  cette  surface  menée  par 
son  centre,  solution  géométrique  ;  par  un  Professeur 258 

Rectification  d'un  théorème  de  MM.  Steiner  et  Dewulf;  par  le 
Rév.  G.  Salmon.  (  Voir  ci-dessus  p.  179) 3 14 

Note  du  Rédacteur  sur  cette  rectification 3i8 

Note  sur  les  sections  toriques;  par  M.  Garlin 319 

Mémoire  sur  les  polaires  inclinées.  C"  courbe  donnée,  P  point 
fixe,  C"  courbe  qui  passe  par  les  points  d'intersection  du 
faisceau  de  droites  passant  par  P  et  rencontrant  la  courbe 
C  sous  un  angle  donné,  c'est  la  première  polaire  inclinée; 
C"  seconde  polaire  inclinée  est  la  première  par  rapport  à  C" 
et  ainsi  de  suite  ;  propriétés;  par  M.  Dewulf Vu 

Données  :  Une  droite  fixe,  un  arc  de  courbe  plane  MN,  O  un 
point  dans  le  plan  de  la  courbe  et  invariablement  lié  à  l;i 
courbe,  M,  N,  arc  do  la  podaire  de  0  relativement  à  lare: 
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Pages, 
supposons  que  MN  roule  sans  glissement  sur  la  droite,  fixe, 
0  décrit  un  arc  M2  N2,  on  a  M,  N,  —  M2  N2  ;  par  M.  P.  Serret.     34i 

Exercices  sur  les  courbes  planes  de  divers  degrés,  points  dou- 
bles et  de  rebroussement ;  d'après  le  Rév.  G.  Salmon. .,. .     348 

Relations  entre  les  points  et  les  tangentes  multiples  de  di- 
verses espèces 365 

Données:  a,  b,  c,  etc.,  fonctions  linéaires  de  x,  y\  t  para- 

.  ,,  „  ,  „  .        n.n  —  1      „  , 

mètre  variable,   at"  -f-  nbt"~l  -\ ci"~-  -+-  .  .  .  =  0, 

1 .2 

trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  variable  ;  polaires  réci- 
proques ,  d'après  le  Rév.  G.  Salmon 36G 

Construction  du  centre  de  courbure  de  l'épicycloïde,  applica- 
tions à  la  chaînette  (géométrie  cinématique)  ;  par  M.  Mann- 
heirn 371 

Mouvement  de  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  ayant 
même  origine  (  voir  Mécanique  ) 3go 

Une  courbe  plane  est  en  un  de  ses  points  convexe  ou  concave 
vers  l'axe  des  .r,  suivant  que  l'ordonnée  de  ce  point  et  sa 
dérivée  ont  le  môme  signe  ou  des  signes  opposés,  cette 
proposition  peut  être  en  défaut  pour  les  coordonnées  obli- 
ques ;  par  M.  Gerono 397 

Sur  les  foyers  des  courbes  planes;  d'après  M.  Salmon 399 

Lignes  et  Surfaces  du  troisième  ordre. 

Sur  une  surface  du  troisième  ordre,  il  existe  en  général 
vingt-sept  droites  ;  par  M.  E.  de  fonquières 129 

Systèmes  des  plans  menés  par  des  combinaisons  des  vingt- 
sept  droites  ;  d'après  M.  Briosctù i38 

Sur  les  formes  des  courbes  du  troisième  degré,  génération 
soit  par  cinq  paraboles  divergentes,  soit  par  cinq  courbes  à 
centre;  propriétés  des  points  d'inflexion  ;  par  M.  ÂbelTran- 
son .t('>7 

Mécanique. 

Travail  dans  la  poulie  mobile;  d'après  .M.  Bach 363 

Dans  le  mouvement  d'un  corps  rigide,  il  est  toujours  possible 
d'assigner  une  droite  passant  par  un  point  arbitraire  du 
corps  mobile  avec  lui  el  telle,  qu'au  bout  d'un  temps  fini 
quelconque,  ellfi  se  trouve  parallèle  à  9a  direction  pri mi 
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Page*, 
tive;   application   à   deux  systèmes  d'axes  rectangulaires 
ayant  même  origine;  par  M.  Geronn 3yu 

Questions  proposées. 

Questions  4^9  à  461  (Vannson) 4$ 

Questions  462  à  469 117 

Questions  470  à  479 J  72 

Question  du  grand  Concours  de  1857  :  C  et  C,  deux  coniques, 
diamètres  conjugués  dans  C;  par  un  point  fixe  sur  C, ,  on 
mène  des  parallèles  à  ces  diamètres  coupant  C,  en  M  et  N, 

la  droite  MX  passe  par  un  point  fixe 188 

Questions  du  grand  Concours  de  i858  :  Logique.  i°.  Étant 
donnés  deux  angles  trièdres  égaux  ayant  un  sommet  com- 
mun, on  peut  mener  par  ce  sommet  une  droite  telle,  que 
si  l'on  fait  tourner  autour  un  de  ces  angles,  il  vienne  s'ap- 
pliquer sur  l'autre.  20.  La  somme  de  deux  carrés  multipliée 
par  la  somme  de  deux  carrés  donne  un  produit  qui  est  aussi 
la  somme  de  deux  carrés.  —  Spéciales.  Racines  réelles  de 

l'équation  h  sin'x  —  sin(.r  —  x)  =  o  (  note) 189 

Questions  480  à  482 2g3 

Grand  Concours  de  1869  :  Spéciales,  ia,  ib,  ic  axes  d'un  el- 
lipsoïde, a,  p,  7  angles  d'une  droite  avec  les  axes,  plan 
diamétral  perpendiculaire  à  cette  droite,  on  demande  l'aire 
de  la  section  (  question  retirée).  —  Sécante  passant  par  un 
point  donné  sur  l'axe  d'un  paraboloïde  de  révolution  et 
coupant  la  surface  en  deux  points;  trouver  le  lieu  de  l'in- 
tersection des  normales  menées  par  ces  points  à  la  surface 
du  paraboloïde.  Note  du  Rédacteur  sur  cette  question.  — 
Logique.  AR,  AD  deux  cordes  de  rapport  donné  menées  par 
le  point  de  contact  A  de  deux  cercles  donnés  ;  trouver  le 
lieu  du  point  d'intersection  des  perpendiculaires  abaissées 
des  centres  sur  ces  cordes.  —  Sur  la  corde  AR  d'un  arc  AMR 
on  décrit  une  demi-circonférence  ANR ,  toute  la  figure 
tourne  autour  d'un  diamètre  perpendiculaire  à  la  corde  ANR  ; 
quelle  doit  être  cette  corde  pour  que  la  somme  des  surfaces 

décrites  par  les  arcs  AMR,  ANR  soit  maximum 294 

Ecole  Navale  (  tracé  graphique  ) 295 

École  Polytechnique  :  Mathématiques.  Diviser  l'aire  d'un  cer- 
cle en  moyenne  ot  extrême  raison;  calculer  à  un  dixième 
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de  seconde  près  le  plus  petit  des  deux  arcs  sous-tendus  par 

la  corde  opérant  la  division 296 

Questions  483  à  489 35- 
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Questions  490  à  497 443 
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*  CORNET,  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  à  l'Ecole  Poly- 

technique le  89e  sur  i3o) 71 

*CRExMONA  (Louis ) ,  professeur 199 

*CUENOD  (de  Lausanne ) 65 

D***  (  Adolphine) 1 58 

*DARBOUX,  élève  du  lycée  de  Nîmes 232 

*DECHARME,  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  à  l'École  Po- 
lytechnique le  116e  sur  i3o) 280 

DELAMBRE '. 29 , 

DESBOVES ,  professeur 444 

"DEWULF,  capitaine  du  génie 46,    174,   3 1 4  et  322 

*DOLLÉ,  employé  au  château  de  Compiègne 65 

*DUCLOS  (Emile) .' 247 

DUHAMEL,  membre  de  l'Institut ,  ,s 

*  DUPAIN  ( J.-C ),  professeur ,  fg 

*  DUPONT  (Eugène),  élève  du  lycée  Louis-le-Grand..     aa3  el  281 

EULER sj.   87,    i63,   362,  44-  el  145 

FARCY ,i, 

kFAURE,  capitaine  d'artillerie 181,  2.37  el  38i 

FERMAT iaa 

FLOURENS,  Membre  de  L'Institut 116 

'FONTAINE,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand a8i 
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Papes. 

*  FORT  (  Ch.  ),  élève  du  lycée  de  Toulouse i  m 

•FRANÇOISE  (Emile),  élève  du  lycée  de  Caen.      i5o,  207, 

208,  a32  et  269 

FREGIER 86 

*  GARLIN ,  professeur .* 319 

GAUSS 291 

*  GÉRARD,  élève  de  l'institution  des  Carmes 71  et  246 

GERGONNE 86 

*  GERONO ,  rédacteur ...  .     66,   122,    i53,    i58,   3o5,   342, 

346,   389,  3go,  393  et  397 

*GENOCCHI,  professeur 118  et  161 

GIRARD  (  Albert  ) 4^7 

HA RT,  professeur i38  et  166 

*HATTEREU,  maître  répétiteur  à  Clermont 68 

HAUSER,  professeur 188 

HELLERMANN 46 

HERMES 171 

HESSE  (Otto) ,  professeur 408 

*  HOUSEL ,  professeur 352 

HUDDE 429 

JACORI 443 

*  JAUFROID,  professeur  au  collège  de  Toulon 376 

JOACHLMSTHAL 266 

JONQUIÈRES  (E.  de),  capitaine  de  frégate 64,   129. 

2i5,   261 ,  404  et  4°6 

KUPPER  (de  Trêves) 170 

LACROIX 27,   i63  et  482 

LAGRANGE 1 22 

LAFITTE  (de  ) 266 

*LAFONGE,  capitaine  d'état-major 109 

LAGUERRE-VERLY,  capitaine  d'artillerie 387 

LAMÉ,  Membre  de  l'Institut 432  et  445 

*  LAS  CASES  (Arthur) 171  et  357 

*LE  RESGUE,  Membre  Correspondant  de  l'institut 44, 

82,  87,  433  et  460 

LEGENDRE 208,  442  et  445 

*LEMOINE,  élève  du  Prytanée i5o 

*  LEMONN1ER ,  professeur  à  Nantes 1 5o 

LEROY 373 

NiACLAURLN 23g 
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l'ages. 

*MANNHEIM,  capitaine  d  artillerie 3o8,   342.   370  et  445 

WIARTELLI  (  de  Milan  ) 08 

MENTION 1  iG,  249  et  438 

*  MICHAUX ,  élève  du  lycée  Charlemagne 68 

M0B1US .• 167 

*MONTEBELLO  (de),  élève  de  l'institution  des  Carmes  (ad- 
mis à  l'École  Polytechnique  le  i3oe  sur  i3o) 66  et  256 

*MOURGUE,  professeur  au  lycée  Napoléon i58 

*  MOUTARD ,  professeur 444  et  445 

*  MURENT 45i 

NEWTON , 27,  2i3  et  271 

P ADULA  (  Fortunato  ) i4* 

*PAINVIN,  professeur . ...     33,   49,   87,   3o4,  407  et  445 

PAOLI 442 

PAULI  PETRI 442 

PLUCKER 401 

*P01TRASSON  (l'abbé) 184  et  265 

PONCELET,  Membre  de  l'Institut 49,  86,  255  et  445 

*PROUHET,  professeur 117,  208  et  257 

*PUGENS  (G.),  élève  du  lycée  de  Toulouse 204  et  206 

*PUJET,  élève  du  lycée  de  Caen i5o,  244  et  309 

*REBSTELN  (de  Zurich) 148 

*ROBERTS  (Michael) 87  et  117 

*ROBERTS(W.) 74,    118  et  357 

RODRIGUES  (0) 443 

ROGUET,  professeur i58 

*ROUCHÉ  (Eugène),  professeur  au  lycée  Charlemagne 26 

*ROUQUET,  régent  à  Castres 149 

*SACCHI  (de  Milan) 247 

*SALMON  (Rév.),  professeur.     129,   137,    172,   177,  21 3, 

228.   3i4  et  366 

SAVARY 373 

SCHLÔMILCH ,  professeur 68 ,    1 72  et  352 

SERRET  (A.),  examinateur 319  et  429 

*SERRET  (P.)  professeur 34i 

SIEBEL  (  de  Lausanne  ) 68  et  362 

*SOUILLART  (C.) 224 

STELNER 61,    170,   171,    174.   327,   342  et  366 

"STEPHART,  élève  du  lycée  Charlemagne i5o 

STERN,  professeur 172  et  443 
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Pag». 

STEWART 208 

SYLVESTER 443  et  44 -J 

TCHEBICHEF .  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg 19'i 

"TERQUEM    Alfred   .  élève  du  lycée  Saint-Louis.  ..     77  et  2o5 

TERQUEM,  rédacteur 49,   86,    109,    m,    120,   249. 

298,   299,   3i 4 -   347-   35i,    399  et  446 

TOEPLITZ 1 1 6 

•TOUSSAINT,  professeur  au  lycée  de  Caen 3io 

'  TRANSON  (  Abel  ) ,  professeur 1 42 ,  266  et  444 

VALSON ,  professeur  à  Grenoble 46 

*VANNSON .  professeur  au  lycée  de  Versailles 1  et  45 

•VERMER,  élève  du  lycée  Napoléon , 108  et  148 

*  VIDAL ,  élevé  du  lycée  de  Toulon 265 

•VIGNE    .1.  .  élevé  du  lycée  de  Toulon  (admis  à  l'École  de 

Saint-Cyr  le  i3oe  sur  262) ^65 

•  VIRIEU    de),  régent  à  Saumur 1 25 .  234  et  273 

•VITASSE.  professeur  au  lycée  de  Tours 21 3 

ZEHFUSS,  docteur 356 


ERRJTA. 


TOME  XIV. 
Page  8,  ligne  18,  au  lieu  de  671,  lisez  67. 

TOME  XVII 
Page  369,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  6n  ,  lisez  4  «  -+-  '• 

TOME  XVIII. 
Page  1     ligne  i5,  au  lieu  de  indéterminées,  lisez  déterminées 

1 1 ,  ligne  3  ,  au  lieu  de  '-^—y  lisez  — 
'   '     "  0  12 

71,  ligne  d,  au  lieu  de  —•>  lisez  — 

ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  E.  lisez  F. 
i5o.  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  L,  lisez  h. 

i5i  .  ligne  q,  au  lieu  de  —  j  lisez  — 
>     »       »»  2  n 

in.  dernière  ligne,  au  lieu  de  logz,  lisez  log2. 

188,  ligne  7,  au  lieu  de  la  droite,  lisez  les  droites. 

■}>,  ligne  i3  en  remontant,  ou  lieu  de  sphères,  lisez  cercles. 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 
Dans  les  dix-huit  premiers  volumes. 


TOME  11. 

TOME  X\ 

'   (suite 

)• 

jyos. 

Pages. 

Nos. 

Pages. 

61 

TOME  IV. 

48 

343 

347 

353 
387 

93 

TOME  V. 

259 

349 

TOME 

XVI. 

407 

120 

202 

356 

57 

57 

127 

192 

TOME  VII. 

368 

357 
37i 

193 

368 

375 

«79 
180 

TOME  VIII. 

/  / 

379 

'99 

TOME  X. 

44 

383 

182 

240 

357 

385 

i83 

245 

TOME  XI. 

358 

398 
399 

•^90 
391 

25l 

(échecs)  (Faure.  ) 

1 15 

4oo 
4o3 

3gi 

252 

(domino)  (Rédact 

)  u5 

401 

266 

TOME  XII. 

4oi 

4o4 

4o5 

401 
401 

27O 

99 

407 

402 

280 

TOME  XIV. 

327 

410 
411 

4o3 

4o4 

3o7 

262 

TOME 

XVIII. 

3i3 

TOME  XV. 

3o5 

465 

117 
117 

3i6 

52 

473 

172 

3. 7 

52 

474 

.72 

324 

229 

17  ■'' 

172 

325 

229 

478 

172 

33 1 

243 

479 

172 

333 

243 

48o 

172 

342 

353 

482  à  497 

1 

72  et  357 

Observation.  Sur  497  questions,  il  en  reste  65  à  résoudre.   Les  autres 
sont  résolues. 
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BIOGRAPHIE  MATHÉMATIQUES. 


PROBLÈME  DES  JEINES  FILLES,  DE  L'AVEUGLE,  ETC. 


Chez  les  écrivains  du  moyen  âge  certains  problèmes 
d'analyse  indéterminée  du  premier  degré  sont  cités  sous 
les  noms  de  problema  trirginùm ,  cceci  (*).  Je  crois  que 
ces  dénominations  peuvent  provenir  des  45  Epigram- 
mata  ariihmeticorum  qu'on  rencontre  dans  l'Anthologie 
grecque.  Ces  petits  poèmes  roulent  tous  sur  certains 
nombres  entiers  à  deviner  d'après  certains  caractères  de 
divisibilité  et  de  résidus  qui,  dans  l'algèbre,  mènent  à 
des  équations  indéterminées  du  premier  degré.  Dans  i'é- 
pigramme  3e,  Vénus  se  plaint  à  son  fils  de  ce  que  les 
muses  Clio,  Euterpe,  etc.,  lui  ont  enlevé  un  certain  nom- 
bre de  pommes,  nombre  quelle  désigne  énigmatiquemenl. 
Dans  les  épigrammes  4%  I2%  J3C,  i4%  i5e,  ce  sont 
encore  des  jeunes  fdles  qui  se  partagent  des  pommes  dune 
manière  analogue.  Dans  lépigramme  4i%  Hésiode  de- 
mande  à  Homère  le   nombre  des  navires  grecs  arrivés 

(*)  Et  aussi  potalorum,  des  buveurs  Le  mélange  des  liquides  l'ail  par- 
tie de  ce  genre  de  problèmes. 
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devant  Troie  ,  et  Homère  désigne  ee  nombre  par  des 
propriétés  arithmétiques  renfermées  aussi  dans  une  équa- 
tion du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues  ;  or,  d'après 
la  tradition ,  Homère  était  aveugle.  On  trouve  les  44  Epi- 
grammata  ariilwieticorum  dans  le  Diophante  de  Baehet. 
et  aussi  dans  Heilbronner,  Historia  matheseos  universœ, 
p.  845.  avec  une  traduction  en  vers  latins,  et  avec  les 
solutions  algébriques. 

Dans  le  Phdosoj)hical  magazine  (novembre  i858)  le 
eélèbre  analyste  J.-J.  Sylvester  (*)  a  résolu  complètement 
le  Problema  ofthe  Vagins ,  et  a  trouvé  cette  théorie  gé- 
nérale de  la  partition  des  nombres. 

Étant  donné  un  nombre  quelconque  d  équations  du 
premier  degré  moindre  que  le  nombre  des  inconnues  , 
trouver  le  nombre  de  solutions  possibles  en  nombres  en- 
tiers, lorsque  ce  nombre  est  déterminé.  Solution  qui  n  a- 
vait  jamais  été  obtenue  que  pour  une  équation  unique  à 
plusieurs  inconnues.  M.  Lebesgue  donnera  incessamment 
dans  les  Nouvelles  annales  une  idée  de  cette  importante 
découverte. 


THEOREME  DE  ÏÏVRIXfi  SIR  LES  NOMBRES  PREMIERS. 


On  Ht  dans  la  3e  édition  (1782)  des  Meditationes  ana- 
lylieœ ,  au  haut  de  la  p.  3^0,  : 

Oinnis  par  numerus  constat  à  duobus  primis  nume- 
ris  et  omnis  impar  numerus  vcl  est  primas  numerus,  vel 
constat  è  tribus  primis  numeris. 

Il  est  évident  que  -i  un  nombre  pair  est  la  somme  de 

"     Maintenant  professem  .;  I  académie  militaire  de  Woolwicb. 
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deux  nombres  premiers .  tout  nombre  impair,  premier  ou 
non,  est  la  somme  de  trois  nombres  premiers. 

Ainsi  ce  ihéorème,  d'un  énoncé  si  simple  et  dont  la  dé- 
monstration est  bien  plus  difficile  que  celle  du  théorème 
de  Fermât,  appartient  à  Waring  et  non  à  Goldbacb  ;  je  l'ai 
dit  par  erreur  [Nouvelles  Annales,  t.  XIV,  p.  1 1 1)  d'après 
la  Correspondance  mathématique  et  physique     (Fcss). 


MBLIOulUl'Hlk. 


The  mathe.matical  Moathly. 

'^Journal  mensuel  mathématique.) 

Vers  i8a4,  M.  Adrain,  professeur  de  mathématiques 
i  New-York  ,  publiait  un  journal  de  mathématiques  (  TSîa- 
thematical  Diary)  qui  n'a  pas  eu  longue  durée. 

Aujourd'hui  M.  Runkcle  (John)  ,  auteur  de  nouvelles 
Tables  pour  déterminer  les  coefficients  dans  la  fonction 
des  perturbations  planétaires  (Cambridge,  1 854) ,  essaye 
une  même  publication.  Auparavant,  il  a  voulu  consulter 
l'opinion  publique  et  a  obtenu  234  approbations  qui  pro- 
mettent de  soutenir  le  journal.  La  liste  par  ordre  alpha- 
bétique est  au  commencement  du  mois  d'octobre  ,  premier 
numéro  qui  vient  de  paraître.  Soixante-deux  professeurs 
s'offrent  comme  permanents  collaborateurs.  ]Sous  y  re- 
marquons M.  Gould ,  célèbre  directeur  de  L'observatoire 
Uudley,  à  Albanv,  plusieurs  membres  du  bureau  des 
Longitudes  de  Malden,  en  Massachusets  (  Vautical  alm. 
office).  Le  but  du  journal  est  (/o  emhrace  students  in  one 
extrême,  and  professed  malhematicians  in  the  other . 
which  extrêmes  necessarilv  include  ail  intermediate  gra- 
des oj  teachers  and  lahorcrs  in  ihis  vasl  jicld)  de  s'a- 
dresser parun  boni  aux  étudiants  et  par  l'autre  ;m\  m  a 
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tliématiciens  de  profession  ;  ces  deux  bouts  renferment 
nécessairement  tous  les  degrés  intermédiaires  parmi  ceux 
qui  enseignent  et  cultivent  ce  champ  si  vaste.  Un  journal 
uniquement  rempli  de  questions  et  de  solutions  ne  rem- 
plirait pas  ce  double  but.  Il  faut  éviter  Y  élévation  aca- 
démique qui  éloignerait  les  élèves,  et  aussi  les  bas-fonds 
du  rudiment  qui  éloignent  les  gens  instruits  et  sèment  la 
graine  toxique  de  Yennui,  mortelle  à  toute  publication 
soit  littéraire,  soit  scientifique;  la  tendance  doit  toujours 
être  plutôt  vers  le  zénith  que  vers  le  nadir.  Là  est  la  di- 
gnité humaine. 

Os  homini  sublime  dédit  :  cœlumque  tueri 
Jussit,  et  erectos  ad  sidéra  tollere  vultus. 

(Metam.,  lib.  I.) 

Chaque  numéro  contiendra  cinq  problèmes  intitulés  : 
Price  problems  for  sludents ,  problèmes  à  prix  pour  les 
étudiants.  Celui  qui  aura  résolu  le  mieux  et  le  plus  de 
problèmes  lors  du  troisième  numéro  subséquent  au  nu- 
méro où  ils  ont  été  proposés,  recevra  10  dollars  (cin- 
quante francs) ,  et  le  second  en  mérite,  un  exemplaire 
relié  du  premier  volume  du  journal. 

Voici  les  cinq  price  problems  du  mois  d'octobre  : 

I.  Déduire  0  de  chacune  des  équations 

tango  tang2  0  -+-  cotG  =  2, 
2sin23û  -h  sin'6&  =  2, 
cos n0  +  cos  ( n  —  2)0  =  cos 9. 

II.  L'aire  totale  d'un  cône  droit  étant  triple  de  1  aire  de 
la  base,  trouver  l'angle  au  sommet. 

III.  La  distance  du  centre  d  une  ellipse  à  la  corde  qui 
réuni  1  Les  extrémités  de  deux  demi-diamètres,  formant  un 
angle  droit ,  est  constante.  Quelle  partie  de  1  aire  de  tel- 
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lij>se  est  l'aire  du  cercle  qui  a  pour  rayon  celle  distance 
constante. 

IV.  Deux  cercles  de  rayon  R  et  r  se  touchent  extérieu- 
rement, 9  est  l'angle  formé  par  les  deux  tangentes  com- 
munes 5  prouver  que  Ton  a 

4  (R  —  r)  v/r^- 

sin  9  = r— r- —  • 

(R-W)2 

V.  Les  quatre  centres  des  cercles  qui  touchent  trois  côtés 
d'un  triangle  étant  réunis  deux  à  deux ,  donnent  six  lon- 
gueurs. Démontrer  que  les  six  milieux  de  ces  longueurs 
sont  sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 

Les  solutions  doivent  être  adressées  avant  le  io  dé- 
cembre pour  que  les  prix  puissent  être  décernés  en  jan- 
vier 1859.  11  est  probable  qu'on  n'a  en  vue  que  des  étu- 
diants américains,  quoique  cela  ne  soit  pas  dit.  Aucun 
étudiant  ne  peut  obtenir  deux  prix  la  même  année,  mais 
obtenir  une  décision  des  juges. 

En  outre,  cinq  prix  de  5o,  4°:  3o,  20,  10  dollars  se- 
ront décernés  à  des  mémoires  sur  des  sujets  ad  libitum,  et 
par  ordre  de  mérite. 

On  donne  les  noms  des  juges,  mesure  que  nous  avons 
demandée  il  y  a  plusieurs  années  pour  les  questions  du 
grand  concours  ,  et  même  les  noms  de  ceux  qui  proposent 
les  questions.  La  responsabilité  personnelle  est  une  ga- 
rantie 5  elles   vont  ensemble  et  disparaissent  ensemble. 

Le  mois  d'octobre  ,  le  seul  que  nous  ayons  reçu ,  con- 
tient :  Une  Note  sur  les  fractions  décimales,  sur  le  plus 
grand  commun  diviseur,  sur  l'équation  des  payements, 
sur  les  formules  de  Neper,  sur  les  dérivées  5  des  proposi- 
tions segmenlaires  sur  la  distribution  des  points  sur  une 
droite;  formules  sur  un  volume  prismoïde,  arches  en 
ovale  et  à  trois  centres;  relation    entre  Le  minimum  el 
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1  état    d'équilibre;    sur  les  vitesses  virtuelles;   des  pro- 
blèmes et  des  théorèmes  de  géométrie  élémentaire. 

Le  format  est  in-4  ;  ehaque  numéro,  de  quatre  feuilles, 
est  très-bien  imprimé,  à  Cambridge  ( Massachusets)  à  une 
lieue  de  Boston  et  qui  possède  la  plus  ancienne  université 
des  Etats-Unis,  fondée  en  if)38.  Le  prix  annuel  d'abon- 
nement sur  lieu  est  de  3  livres  sterling  pour  un  exem- 
plaire, de  5  pour  deux,  de  1 1  pour  cinq  ,  de  20  pour  dix- 
abonnements. 

Puisse  ce  nouveau  semeur  de  la  sainte  doctrine  prospé- 
rer, et  propager  la  seule  science  qui  ne  renferme  que  des 
vérités  abritées  contre  toutes  les  passions  cupides,  au 
cachet  terrestre. 

L'Amérique  possède  déjà  un  excellent  journal  d'astro- 
nomie, exécuté  avec  beaucoup  de  soins  et  très-estime; 
elle  a  cela  en  commun  avec  toutes  les  grandes  nations  ci- 
vilisées, excepté  une  seule. 


jourinal  fur  oie  reine  uïïd  a.ngewandte  m  atii kmatik 
(Crelle). 

(T.  I.\  I  ,  cahier  1  ,  iS.~>S  .  de   100  pages 

Géométrie. 

H.  Schrotteiv  [[).   2j  à   44)-    Sur  ^es   courbes  il    iloid'lc 
courbure  de  troisième  classe  et  du  troisième  ordre. 

L'ordre  est  indiqué  par  le  nombre  de  points  d'intersec- 
tion avec  un  plan,  et  la  classe  par  le  nombre  de  plans 
osculateurs  qui  passent  par  on  point  donné.  Tout  le  Mé- 
moire roule  principalement  sur  les  plans  osculateurs,  et 
"ii  établit  (  e  principe,  que  toute  courbe  à  double  cour 
bure  du  troisième  ordre  est   ans  i  de   troisième  classe 
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nouvelle  analogie  avec  les  coniques  et  qui  a  été  indiquée 
déjà  par  M.  Chasles. 

Joachimsthal  (p.  44  a  45)'  Observations  sur  le  Mémoire 
précédent ,  à  laide  de  la  géométrie  algorithmique. 

Il  ramène  à  quelques  lignes  les  dix-huit  pages  de 
M.  Schrotter. 

Analyse  des  formes. 

Arndt  (Pierre-Frédéric)  (*)  (p.  64  à  71).  Solution  d'un 
problème  sur  la  décomposition  des  formes  quadra- 
tiques. 

Est  relatif  au  problème  de  l'article  a36  des  Disquisi- 
l  ion  es. 

Il  s'agit  de  transformer  par  des  substitutions  linéaires 
à  coefficients  entiers  la  forme  AX2  -f-  BXY  -f-  CY2  dans 
le  produit  (ax2+  bxy  -f-  cy%)  [a' x~  -f-  b' '  xy  -+-  c'j2),  les 
déterminants  de  ces  facteurs  étant  entre  eux  comme  deux 
nombres  carrés  donnés. 

Arindt  (Pierre-Frédéric)  (p.  72  à  78).  Sur  le  nombre  de 
genres  (gênera)  des  formes  quadratiques. 

Solution  dilucidée  du  si  difficile  problème  §  286  des 
Disquisitiones,  à  l'aide  de  deux  théorèmes  établis  comme 
lemmes. 

Arndt  (Pierre-Frédéric)  (p.  100).  Observation  sur  les 
jormules  qui  expriment  le  nombre  des  classes  des 
formes  quadratiques. 

C'est  une  extension  des  formules  contenues  dans  les 

(*)  Né  le  a3  août  1817,  à  Treptow  sur  la  Hega;  privat-docent  à  Berlin. 
On  nomme  ainsi  ceux  qui  ont  la  permission  de  faire  des  cours  publics 

<ans  être  professeurs. 


célèbres  Recherches  sur  diverses  applications  de  l'ana- 
lyse infinitésimale  à  la  théorie  des  nombres  de  M.  Di- 
richlet  (d'elle ,  tomes  XIX  et  XXI). 

Analyse  fonctionnelle. 

RldolfLipschitz,  à  Bonn  (p.  1 1  à  26).  Sur  la  représenta- 
tion de  certaines  fonctions  par  la  formule  somma- 
toire  d  Euler. 

Cette  formule  sommatoire  est  celle  du  Calcul  différen- 
tiel ,  p.  43o  :  Sx  =    J  zdx  -\ z  -+- . .  . . 

L'auteur  la  compare  aux  recherches  de  Jacobi  sur  la 
formule  de  Maclaurin  (Crelle,  t.  XII,  p.  a63)  et  au  Mé- 
moire de  Poisson  sur  le  calcul  numérique  des  intégrales 
définies  (Mémoires  de  V Institut,  t.  M  ;  1827)-,  il  dis- 
cute avec  profondeur  et  délicatesse  la  série  qui  exprime 
logF(a)-,  discussion  déjà  faite  par  M.  Liouville  (t.  I\  . 
p.  317),  et  recherche  dans  quelles  limites  la  série  d'Euler 
est  légitime. 

E.  Heine,  à  Halle  (p.  79  à  86).  Extrait  d'une  lettre  au 
Rédacteur  sur  les  fonctions  E. 

On  trouve  ces  fonctions  dans  le  Journal  de  M.  Lion- 
ville  (t.  IV). 

E.  Heine,  à  Halle  (p.  87  à  99).  Quelques  propriétés  des 
Jonctions  E  de  M .  Lamé. 

Notre  illustre  géomètre  s'est  servi  de  ces  fonctions  pour 
l'attraction  des  ellipsoïdes:  M.  Heine  donne  de  nouvelles 
solutions  et  s'appuie  sur  une  propriété  de  détei  minants 
qu'on  doit  à  M.  Painvin  (Journal  de  M.  Lîouville ,  l858. 
j).  4i  et  42). 


(9) 
Mécanique. 

Neumann,  à  Halle  (p.  46  à  63).  De  problemate  quodam 
mechanico ,  quocl  ad  primant  integralium  ultraellipti- 
coru/n  classent  revocatur. 

Un  point  se  meut  sur  la  sphère  x*  -\-  y*  -h  z1  =  i  ; 
la  fonction  potentielle  des  forces  qui  agissent  sur  le  point 
est  ax*-\-  by--\-  cz* \  a,b ,  c  sont  des  constantes  positives 
ou  négatives  \  a  ^>  b  ^>  c  ;  on-demande  quel  est  le  mouve- 
ment du  point? 

L'auteur  fait  usage  des  équations  de  Hamilton. 

Application  à  l'attraction  des  ellipsoïdes. 

A.  Clebsche,  à  Carlsruhe  (p.  i  à  io).  Sur  l'intégration 
des  équations  hydrodynamiques . 

C'est  la  suite  d'un  autre  Mémoire  sur  le  même  sujet 
(C relie,  t.  LIV,  p.  a54). 


INDICES   FRACTIONNAIRES,    DIFFÉRENTIELS   ET    DINTÉGRALES , 

Leibnitz.  —  La  première  idée  de  ces  indices  est  due  à 
Leibnitz;  on  la  trouve  dans  une  Lettre  adressée  à  Wallis, 
t.  III  des  OEuvres  de  celui-ci,  et  dans  plusieurs  Lettres  de 
la  Correspondance  entre  lui  et  Jean  Bernoulli. 

Euler.  — La  première  théorie  est  d'Euler,  t.  V  des 
Comm.  de  S1. -P.,  où  il  cherche  les  termes  interpolés 
d'une  série  dont  le  coefficient  du  nlème  terme  est  n  !  // 
étant  entier;  il  suppose  ensuite  u  fractionnaire  et  exprime 
les  coefficients  par  des  intégrales  définies. 

Laplace. 
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Lioiivillë.   — ; =  m"  emx,  même  pour  a  fraction- 

dxm 

naire. 

Tardy.  —  Au  Congrès  de  Milan  en  i844- 

Peacock.  —  Report  of  the  3e  meeting  of  the  britisch 
Association. 

Greatheed.  —  Cambridge  mat.  Journal,  t.  V,  p.  i. 

Kelland.  —  Transactions  oftlieR.  Society  of  Edin- 
burgh,  t.  V,  p.  i4  et  16. 

Center.  —  Camb.  and  Dub.  mat.  Journal,  t.  V,  p.  3 
et  4- 

Liouville.  —  T.  XX,  p.  1 16. 

Tardy.  —  Annali  di  mat.  pur  a,  etc.,  t.  I,  majo- 
giugno;  i858  (d'où  ceci  est  extrait).  Travail  remarquable. 


Thèses  présentées  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  , 
le  7  août  1 854  ;  par  M.  C.-Alph.  Valson.  In-4  de  28  p. 
—  M.  Chasles,  Président;  MM.  Lamé,  Delaunay,  exa 
minateurs.  Dédiées  à  M.  Joseph  Bertrand,  professeur 
de  M.  Valson. 

THESE     D'ANALYSE. 

Application  de  la  théorie  des  coordonnées  elliptiques  à  la 
géométrie  de  l 'ellipsoïde. 

Cette  thèse  renferme  trois  parties. 

La  première  partie  contient  les  propriétés  connues  des 
lignes  de  courbure  et  des  sections  principales  (Moigno, 
Calcul  différentiel,  35°  leçon)  et  aussi  les  théorèmes  de 
Jacobi  sur  les  lignes  géodésiques  [Journal  <!<•  M.  Liou- 
ville, t.  XI ,  p.  io5  ).  On  y  remarque  ce  théorème  :  »Sï  un 

mobile  se  meut    librement   sur  un  ellipsoïde .    la   pression 


(  »  ) 

t/it  il  exerce  sur  la  surface  est  proportionnelle  au  euhc 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tan- 
gent. 

La  seconde  partie  renferme  les  propriétés  focales  iden- 
tiques à  celles  que  M.  AVeierstrass  a  communiquées 
comme  théorèmes  nouveaux  à  l'Académie  de  Berlin  au 
nom  de  M.  Hellermann,  et  que  nous  avons  consignées 
t.  XVI,  p.  242.  C'est  ce  qu'il  était  bien  permis  à  l'illustre 
analyste  d'ignorer;  puisque  moi,  habitant  de  Paris,  à 
l'affût  des  nouveautés  scientifiques,  je  l'ignorais 5  et  ce 
i)ii  il  y  a  de  singulier,  c'est  que  ces  théorèmes  si  impor- 
tants, si  longtemps  cherchés,  qui  transportent  aux  sur- 
faces quadratiques  les  propriétés  des  lignes  quadratiques, 
foyers  et  directrices,  et  assignent  aux  lignes  de  courbure 
an  nouveau  rôle,  n'ont  été  nullement  remarquées  5  et, 
comme  il  arrive  assez  souvent,  les  découvertes  indigènes 
ne  nous  arrivent  que  parla  v  oie  aborigène. 

De  là  ,  M.  Valson  passe  aux  propriétés  projectives  sur 
les  sections  circulaires  et  parvient  encore  à  de  très-belles 
propositions.  Le  point  de  départ  est  un  théorème  de 
M.  .Miehael  Roberts  [Journal  de  M.  Liouville,  t.  XV, 
p.  289).  Soient//  et  v  deux  coordonnées  d'un  point  M  de 
l'ellipsoïde  ,  M' la  projection  de  M  sur  une  section  circu- 
laire par  une  parallèle  à  oz  -,  si  F  et  F'  sont  les  projections 
semblables  des  ombilics  sur  la  même  section  circulaire  : 
désignant  par  fjt0  j  "0  les  demi-axes  des  courbes  homofo- 
eales  ayant  F  et  F'  pour  foyers  et  passant  par  le  point 
M'  :  on  a 


Ainsi 


le'-  —  b> 


étant  1  équation  <l  une  ligne  tracée  sui  I  ellipsoïde,  sa  pro 
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jection  sur  la  section  circulaire  sera 

F  (afi0,  av0)  =  O. 

L'auteur  considère  ensuite  des  sphères  concentriques  aux 
sphères  focales  et  parvient  à  généraliser  ainsi  le  théorème 
de  M.  Roberts  cité  ci-dessus  :  Savoir  si  une  courbe  tracée 
sur  l'ellipsoïde  est  définie  par  l'équation 

F(f*,v,J,*,)  =  o, 
où  t  et  t'  sont  un  couple  de  tangentes  menées  du  point  M 
à    deux  sphères   concentriques   aux  sphères  focales  •   sa 
projection  sur  la  section  circulaire  parallèlement  à  l'axe 
oz  a  pour  équation 

F  (a^,  av„,  ut0,  zt0)  =  o; 

l0 ,  t'0  sont  un  couple  de  tangentes  passant  par  le  point  M, 
à  deux  cercles  ayant  pour  centres  les  foyers  F  et  F  '  des 
courbes  homofocales. 

Tout  ce  beau  travail  se  résume  en  cet  énoncé  : 

Si  une  propriété  a  lieu  entre  les  tangentes  qu'on  peut 
mener  par  les  points  d'une  courbe  à  deux  cercles  dans 
un  plan,  il  y  aura  une  propriété  correspondante  entre 
les  tangentes  qu'on  peut  mener  des  divers  points  d'un 
ellipsoïde  aux  deux  sphères  focales  ou  à  deux  sphères 
qui  leurs  soient  concentriques  (p.  17). 

La  troisième  et  dernière  partie  traite  des  lignes  recti- 
fiantes qu' 'on  peut  rencontrer  sur  l'ellipsoïde;  on  par- 
vient naturellement  aux  lignes  géodésiques  et  à  des  lignes 
dont  l'équation  est  de  même  forme  que  celle  des  lii;iu". 
géodésiques  ;  et  le  tout  est  terminé  par  des  considérations 
sur  les  trajectoires  obliques  des  lignes  géodésiques, 

Cette  belle  thèse  est  un  progrès.  Le  jeune  professeur 
i'esl  montré  fidèle  à  la  devise  de  la  nouvelle  génération  : 
go  a  hcarl. 


(  i3  ) 


QUESTION  DE  PRIX 

Proposée  par  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin. 


Die  théorie  der  Kriimmungs-Linien  der  flâchen  in 
irgend  einem  -wesentlichen  Punkte  zu  vervolhtûndigen. 

«  Compléter  en  quelque  point  essentiel  la  théorie  des 
)>   lignes  de  courbure  des  surfaces.    » 

Il  ne  s'agit  pas  d'augmenter  le  nombre  des  surfaces 
dont  on  puisse  connaître  les  ligues  de  courbure  ,  mais  de 
considérations  plus  générales,  plus  importants:  par 
exemple,  de  chercher  les  conditions  nécessaires  pour  que; 
les  lignes  de  courbure  des  surfaces  algébriques  soient 
elles-mêmes  des  courbes  algébriques,  ou  bien  la  déter- 
mination de  ces  genres  de  courbes  sur  les  surfaces  du 
troisième  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur. 

Les  Mémoires  peuvent  être  rédigés  en  allemand,  en 
latin  ou  en  français.  Le  terme  d'envoi  est  fixé  au 
Ier  mars  1861,  et  le  prix  de  100  ducats  (  11 75  francs)  sera 
décerné  à  la  séance  publique,  anniversaire  de  Leibnitz. 
au  mois  de  juillet  1861. 

Chaque  Mémoire  doit  porter  une  devise  sur  un  bulle- 
tin cacheté  contenant  le  nom  de  l'auteur. 
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NOTE  SUR  LES  LIGNES  GEODESIQUES; 

D'après  M,   Otto  BOKLEN. 


Schlômilch  Zeitschrift,  cahier  IV,  i858,  p.  207. 


1 .  Gauss  a  démontré  que  toutes  les  lignes  géodésiques 
d'égale  longueur  qui  partent  d'un  même  point  d'une  sur- 
face sont  perpendiculaires  sur  la  courbe  formée  par  les 
extrémités  de  ces  lignes.  De  là,  en  faisant  usage  des  mê- 
mes considérations  infinitésimales  usitées  pour  les  co- 
niques planes,  on  peut  déduire  le  théorème  qui  suit  : 

Théorème.  Étant  pris  sur  une  surface  deux  points 
fixes  et  un  point  variable  dont  la  différence  des  dis- 
tances géodésiques  aux  points  fixes  soit  constante,  la 
ligne  décrite  par  le  point  variable  divise  en  parties 
égales  V angle  formé  par  les  distances  et  V angle  sup- 
plémentaire lorsque  la  somme  est.  constante  ;  et,  récipro- 
quement, si  le  point  variable  bissecte  l  angle  des  dis- 
lances ou  son  angle  adjacent ,  la  différence  des  distances 
ou  la  somme  sera  constante. 

LZ.  Soient  A  et  B  les  points  fixes,  M  le  point  variable. 
Si  l'on  pose 

MA  —  MB  =  p. , 

M  A -h  MB  =  vj 

a  et  v  élani  des  constantes.  En  donnant  à  y.  et  à  V  diver- 
ses valeurs,  on  trace  sur  la  surface  deux  systèmes  de 
lignes  homofocales  et  se  coupant  à  angle  droit;  même 
démonstration  que  pour  les  coniques  planes. 

^!.  Lemnie.  Si  1  on  prend  un  point  quelconque  sut 
nue  ligne  géodésique  tracée  sut  un  ellipsoïde,  el  que  pai 
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ce  point  on  mène  une  tangente  à  la  ligne  et  un  plan  tan- 
gent à  la  surface,  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
multiplié  par  le  diamètre  parallèle  à  la  tangente  donne 
nn  produit  constant  pour  tous  les  points  de  cette  ligne 
gcodésique.  (Jacobi.) 

4.  Lenime.  Si  par  un  point  d'un  ellipsoïde,  on  mène  les 
deux  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  qui  passent 
par  ce  point,  ces  tangentes  sont  parallèles  aux  axes  de  l'el- 
lipse diamétrale  parallèle  au  plan  des  deux  tangentes. 

5.  Théorème.  Si  V  on  prend  sur  V  ellipsoïde  pour  point  s 
focaux  les  deux  ombilics  A  et  B,  et  que,  pour  le  point 
variable  M,  on  ait 

MA  —  MB=p, 
MA  -+-  MB  =  v  ; 

faisant  varier  p.  et  v ,    les  deux  systèmes  homofocaux. 
(n°  2)  sont  des  lignes  de  courbure. 

Démonstration.  Le  produit  constant  (Jacobi)  en  M 
est  le  même  qu'en  A  et  B,  il  est  donc  le  même  pour  l'arc 
MA  et  pour  Tare  MB;  donc  sont  égaux  les  diamètres  pa- 
rallèles aux  tangentes  menées  par  M  aux  deux  arcs  ;  ainsi 
les  axes  de  l'ellipse  qui  passe  par  ces  deux  diamètres  sont 
bissecteurs  des  angles  de  ce  diamètre  \  donc  aussi  les  tan- 
gentes en  M  parallèles  à  ces  diamètres  sont  bissecteurs 
des  angles  formés  par  les  tangentes  aux  axes  géodésiques. 
Donc  la  courbe  lieu  du  point  M  est  une  ligne  de  courbure 
(n°  4).  Lorsque  cette  ligne  passe  entre  A  et  B,  on  a 

MA  +  MB  =  fi, 

et  lorsqu'elle  laisse  les  points  d'un  même  côté ,  on  a 

MA  —  MB  =  v. 

Ce  théorème  est  de  M.  Michael  Roberts  {Journal  de 
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M.  Liouville,  t.  XI,  p.  i),  mais  qui  le  démontre  à  l'aide 
de  fondions  elliptiques.  Ainsi  les  deux  lignes  de  courbure 
qui  sur  un  ellipsoïde  passent  par  un  point  donné,  jouissent 
de  cette  propriété  :  dans  l'une ,  la  somme  des  distances 
aux  ombilics  est  constante ,  c'est  celle  qui  passe  entre  les 
deux  ombilics:  et  dans  l'autre,  c'est  la  différence  qui  est 
constante. 

6.  Ces  théorèmes  sont  susceptibles  d'être  généralisés 
au  moyen  du  théorème  suivant ,  aussi  de  Gauss  : 

Si  de  tous  les  points  d'une  ligne  quelconque  tracée 
sur  une  surface  on  mène  orthogonalement  et  du  même 
côté  des  lignes  géodésiques  de  même  longueur,  elles 
coupent  à  angle  droit  la  ligne  qui  réunit  leurs  extré- 
mités. 

Note  du  Rédacteur.  Réunissant  les  deux  ombilics  par 
une  ligne  géodésique  et  faisant  passer  deux  lignes  de 
courbure  par  un  ombilic,  on  en  conclut  facilement  qu'il 
y  a  une  infinité  de  lignes  géodésiques  qui  joignent  les 
deux  ombilics;  que  ces  lignes  sont  d'égale  longueur;  que 
les  sections  normales  aux  ombilics  sont  d'égale  courbure 
en  ces  points. 

Cette  dernière  propriété  sert  à  définir  les  ombilics  sur 
une  surface  quelconque. 

Lorsque  la  ligne  géodésique  passe  par  les  ombilics ,  la 
tangente  en  INI  A  et  la  tangente  MB  coïncident  [voir  ci-des- 
sus) :  donc  le  diamètre  parallèle  à  cette  tangente  est  l'axe 
de  l'ellipse;  par  conséquent,  au  point  A,  une  ligne  de 
courbure  touche  la  ligne  géodésique  et  la  coupe  orthogo- 
nalement; une  nappe  de  lignes  de  courbure  qui  passent 
par  une  ligne  géodésique  a  pour  enveloppe  cette  ligue 
géodésique  et  l'autre  nappe  a  pour  enveloppe  une  certaine 
développée  de  la  ligne  géodésique 
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Journal  fur  die  reine  und   angewandte    màthemvtik 

(voir  p.  fi). 
(T.  XLVI,2e  cahier,  101  à  188  pages.) 

Géométrie. 

Johann  Nik.  Bischoff,  à  Munich  (p.  166  à  177). 
Quelques  théorèmes  sur  les  tangentes  des  courbes 
algébriques. 

Ces  théorèmes  sont  des   applications  des    théorèmes 
algébriques  suivants  : 

Théorèmes  algébriques . 

i°.  a0  xm  -h  «,  x"1-'  -I-  a7  xm~7  -+- ...-+-  am  =  o 

(a,,    a2,    a3, .  .  .,    a,„), 

et  le  dernier  terme  T  de  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
sommes  des  racines  a  prises  deux  à  deux  est  une  fonction 
entière  des  a,  de  degré  m  —  1 . 

20.  Les  a  étant  des  fonctions  de  m  variables, 

y<»  j\i  y-it  •  •  •  1  j'm—\  i 

les  fonctions  enj'o  étant  de  degré  g0,  la  fonction  enyt  de 
degré  gt,  etc. ,  le  terme  T  devient  une  fonction  entière 
de  ces  mêmes  variables  et  si  la  série  des  g  forme  une  pro- 
gression arithmétique,  de  sorte  que  l'on  a 

gi=go  +  id, 
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(  'S  ) 
le  degré  T  relativement  aux  variables  monte  au  degré 

-("*  —  >)  (*•  +  *«)■ 

3°.  Dans  la  même  hypothèse,  si  au  moins  l'une  des 
racines  de  l'équation  j^j'o,...  est  la  moitié  d'une  autre 
racine,  l'équation  de  condition  relativement  aux  varia- 
bles monte  au  degré 

4°.  Dans  la  même  hypothèse,  si  au  moins  Tune  des 
racines  est  une  moyenne  arithmétique  entre  deux  autres 
racines,  l'équation  de  condition  monte  relativement  aux 
variables  an  degré 

-  (  m  —  i)  (m  —  2  )  (2g„  -+-  nid)  . 

5°.  Les  a  restant  constants,  si  au  moins  l'une  des  ra- 
cines a.  est  une  moyenne  arithmétique  entre  deux  autres 
racines,  1  équation  de  condition  relativement  aux  a 
monte  au  degré 

-(«—  i)(m  —  2). 

Théorèmes  géométriques . 
i°.    Une  courbe  d'ordre  m  a 

-  m  [m  —  2  )  ( /;/  —  3 )  ( m  -+-  ^  ) 
tangentes  telles,  que  le  point  de  contact  est  au  milieu 


(*)  Le  tout  est  fondé  sur  la  théorie  'les  fonctions  symétriques  qu'on 
i;;nc  plus. 

'Ev  oxéycif  o  x6}o«  T»i  »ï}  mc  x^iiTTa». 

'PiNHARt,  Pyth.  od.  F.) 


(  »9  ) 

entre  deux  des  ru  —  2  points  d'intersection  de  celle  tan- 
gente avec  la  courbe:  et  ces  points  de  contact  sont  sur 
une  courbe  d'ordre 

I  [m  —  2)  {m  —  3)  (/«  -f-^4). 

20.    Une  courbe  d'ordre  m  a 

/«  (  m  —  2  )  (  m  —  3  )  (  m  +  4  ) 

tangentes  telles,  qu'un  des  points  d'intersection  est  au 
milieu  entre  un  autre  point  d'intersection  et  le  point  de 
contact. 

3°.  Une  courbe  d'ordre  m  (*)  a 

m  (  m  —  2  )  (  m  —  3  )  (  m?  —  m  —  8  ) 

tangentes  telles,  que  le  pointde  contact  est  au  milieu  enti  e 
deux  points  d'intersection,  ou  bien  qu'un  poinld  intersec- 
tion est  au  milieu  entre  deux  autres  points  d  intersection . 

Théorèmes  géométriques;  contacts  (Je  courbes. 

,  „       ,£.  1  r      m  i m  -+-  3  )  .  ,. 

4°.   Liant  donnes — ! —  i    points  Jixcs   et    une 

courbe  de  degré  7i  ;  il  existe  n  (n  -+-  27/1  —  3)  lignes 
d'oi'dre  m  qui  passent  par  les  points  fixes  et  touchenl 
(contact  bi-ponctuel)  la  courbe  d'ordre  //. 

5°.  Si  une  courbe  d'ordre  m  doit  toucher  (contact 
simple)  une  courbe  d'ordre  n  ,  l'équation  de  condition 
monte  au  degré  n  (n  -+-  im  —  3)  relativement  aux  coeffi- 
cients de  la  première  courbe. 

,. ,    -^  i         ,   /«(m  +  3)  .        ,. 

6°.  Etant  donnes  — ! —  y.  points  lixes  et  /x  cour- 


(*)  M.  Bischofï  atlribift  ce  théorème  à Steîner (voir  Journal  de  M.  Liou- 
villc,  1.  \\  111 ,  p.  348,  i853).  Ce  Mémoire  remarquable  traduit  par 
M.  Woepcke  renferme  principalement  des  propriétés  polaires  et  segmen- 

laires. 


(    20    ) 

bes  d'ordres  respectifs,  //,,  rts,  az3,...,  m    ,  ii  existe 
n,/î2/?3...  n/x[nl  -+-  7. m  —  3)  («2+  2w  —  3)...  (tf/x-h  2  m  —  3) 

courbes  d'ordre  m  qui  passent  par  les  points  fixes  et  tou- 
chent (contact  simple)  les  \j.  courbes. 
Exemple  : 

m  =  2,      p  =  5,      «,  =  «j  =  n3  =  ri;  =  iïs  =  2   (*) 

5  coniques  sont  touchées  simultanément  par  6°  =  7776 

coniques. 

70.  Le  nombre  de  courbes  d'ordre  m  qui  passent  par 

m  (  m  -+-  3  )  .  n  ,  „  .   . 

— - - —  2  points  fixes  et  touchent  en  contact  tn- 

2  A 

ponctuel  une  courbe  d'ordre  n,  est  3n(n  +  m  —  3  )  ;  et 

on  peut  faire  passer  une  courbe  d'ordre  3  (n -f-  m — 3) 

par  les  points  de  contact. 

8°.   L'équation  de  condition  pour  que  deux  courbes 

d'ordre  m  et  n  se  touchent  monte  au  plus  au  degré 

2  mn  H-  (  m  -+-  «  )  (  m  -f-  n  —  3  ) 

relativement  aux  coefficients  des  deux  courbes. 

90.  Le  nombre  de  courbes  d'ordre  m  qui  passent  par 

m  (  7»  4-  3  )  .        n  777 

— —  2  points  fixes  et  ont  un  double  contact  avec 

une  courbe  d'ordre  n  est 


2 
Faisant 


-  n-[n  4-  2/«  —  3)2  —  «  (5«  -h  6///  —  i5). 


(*)  Cola  paraît  fans  lorsque  m        1  e<  les  «~  1,  car  on  a 

/;;  (  ni 


,x  =  j  —   11. 


Dope  le  nombre  d<  coniques  qui  1  ..nss.ni  par  5  — 11  points  et  Louchent   • 
droiU  iesl  •  qui  csl  fa  ni  poui 


-  n*  (n  —  i)3  -+■  n{5n  —  g)  =  -  n  (n  —  2)  (n7 —  9) 
doubles  tangentes  par  une  courbe  d'ordre  n. 

Contacts  de  surface. 

io°.  Le  nombre  de  surfaces  d'ordre  p  qui  passent  par 

(p  +  0  (p  -H  2)(/>  +  3)  ^  ,         , 

- — — ^ — — —  1  points  tixes  et  touchent  (con- 
tact bi-ponctuel)  une  courbe  à  double  courbure  d'ordre 
mn  (intersection  de  deux  surfaces  d'ordres  m  et  n)  est 

mn  (m  -+-  n  -+-  2/?  —  4)- 

ii°.  Le  nombre  de  surfaces  d'ordre  p  qui  passent  par 

(p  -hi)[/?4-  2.)(p-h  3)       „       .  ,  , 

— — - — ^ — — - — 0  points  et  touchent  une  courbe 

o  * 

à  double  courbure  d'ordre  mn,  contact  tri-ponctuel, 
est 

3  mn  [m  •+•  n  -+-  p  —  4  )  • 

12°.  Si  dans  le  cas  précédent,  au  lieu  d'un  contact  tri- 
ponctuel,  il  y  a  double  contact,  le  nombre  de  surfaces  est 

-  m2  n*[m  -+-  n  -+-  ip  —  4P —  mn  [&m  H-  5/î  -t-  6p  —  20]. 

i3°.  Faisant  p  =  1,  il  s'ensuit  que  la  surface  dévelop- 
pable  qui  a  la  ligne  mn  pour  arête  de  rebrousseroent  est 
de  la  classe  3  mn  (m  -h  n  —  3)  et  que  par  chaque  point  de 
l'espace  passent  des  plans  qui  ont  un  double  contact  avec 
les  courbes  mn  au  nombre  de 

-  nrn2  (m  ■+■  n  —  i)-  —  mn  (  5//i  -+-  5«  —  i4X|- 


i  «  ) 

Cayley  (A.),  p.  182  à  i85.  iVWe  sur  les  normales  d'une 
conique  (en  français). 

Théorème  de  Joachimstal.  ABCD  est  un  quadrilatère 
inscrit  dans  une  conique  tel  que  les  normales  qui  passent 
par  les  quatre  sommets  se  coupent  en  un  seul  point.  SoitO 
le  centre  de  la  conique,  P  le  pôle  de  AB  ;  prolongeons  PO 
d'une  longueur  égale  à  elle-même  dans  le  sens  PO-,  soit 
P'O  =  PO  5  la  droite  qui  réunit  les  projections  P'  sur  les 
axes  principaux  se  confond  avec  le  côté  CD.  [Nouvelles 
annales,  t.  VI,  p.  369.) 

M.  Cayley  généralise  ce  théorème. 

Analyse. 

Kroneckeu  (L.),  p.  188  à  188.  Sur  les  équations 
cubiques  à  coefficients  rationnels. 

L'équation 

r*  •+■  .v3  —  1  =0 

■  if  peut  être  satisfaite  par  des   valeurs  rationnelles  que 
par  /•  =  o,  s  =  1,  ou  r=  1,  5  =  0  (Fermât). 
Posons 

2  a  3  b  -+-  1  1 

3  6  -h  1  Sb  —  i  3 


(correspond  à  r  =  —  1 ,   /;  =  o), 
on  obtient 


(3  b  —  i)»(r»-+-j»_  1)  —  2(4o*+  *7«*-M)  =0, 
soil  l'équation 


ma=.  —  1 ,     b1  =  — . 
9 


dr+/i=o, 


(  *3  ) 
le  dernier  terme  de  1  équation  au  carré  des  différences  est 

—  4  «n —  27  £2  (valeur  négative  du  discriminant). 

Pour  Je  cas  actuel,  l'équation  est 

.r1  —  x  ±  5  =  o  ; 

c'est  donc  la  seule  équation  cubique  à  coefficients  ration- 
nels pour  laquelle  la  somme  des  racines  est  nulle  et  où  le 
discriminant  est  égal  à  l'unité  (car  —  ^o? —  a<jb-  =  1). 
Les  trois  racines  sont 

2      .    7T  2      .     2  77  2     .      q 

-7?  sin-,      7=  sin — -,      -7=  sin  7^- 
\/3        9       y3         9         y3       4W 

Le  théorème  de  Fermât  sur  l'équation  x5~\-yz  =  23 
peut  donc  s'énoncer  sous  cette  forme  remarquable  : 

Ze  discriminant  d une  équation  cubique  complète  à 
coefficients  rationnels  ne  peut  devenir  la  sixième  puis- 
sance dun  nombre  rationnel  à  moins  que  les  trois  ra- 
cines ne  soient  de  la  forme 

m  -+-  n\/3sin-,      m  ■+■  n  J3  sin — -,      m — n  v/3  sin — -, 
9  9  9 

m  et  n  étant  des  nombres  rationnels . 
—  3  m  est  le  coefficient  de  x2. 

Arndt  (F.),  p.  178  à  181.  Démonstration  simple  de 
l'irréductibilité  de  l'équation  relative  à  la  division 
du  cercle. 

Cette  équation  est 

.r"-'  4-  x"--  -+-  .  .  .    4-  1  =  o. 

Rroneckrr  a  donné  une  démonstration  lorsque  n  est  un 


(  *4  ) 

nombre  entier  quelconque  (Liouville,  i854,  p.  177)7  et 
«Vautres  démonstrations  pour  le  cas  où  11  est  un  nombre 
premier  ou  puissance  de  nombre  premier  (Liouville,  i856) 
et  [Nouvelles  Annales,  t.  VIII,  p.  419»  et  t-  IX,  p.  348)  ; 
les  démonstrations  de  Gauss  (Disq.,  §  34i)etd1Eisenstein 
(Crelle,  t.  XXXVII)  ne  paraissent  pas  pouvoir  s'étendre 
au  cas  général. 

La  démonstration  actuelle  est  fondée  sur  ce  lemme  : 

Soient  les  équations 

.7f— >1.r,"-,-h>-2^m""5...  ={x—a.)(x—p)(x — 7  )...=  n(x— a  ), 
xm—itlx",~  i-+-nîxm-\..=(x—a.e)(x—  $e)[x— 7e). ••  =tt(x— a'). 

Les  X  sont  des  nombres  entiers,  e  est  un  nombre  en- 
tier positif. 

Les  p.  seront  aussi  des  nombres  entiers;  si  e  =  pn, 
p  étant  un  nombre  premier  et  7r  un  nombre  entier  posi- 
tif, on  a  la  congruence 

II  (x  —  ae)  —  n  (x  — a)=zp, 
(le  point  leibnitzien  désigne  le  multiple  de  p.) 

Arilhmologie. 

Cayley    (p.    186   à   187).   Addition   à   la   Note  sur  la 
composition  du  nombre  47  pur  rapport  aux   vingt- 
troisièmes  racines  de  V unité. 
Soit  a.  une  racine  complexe  de  l'équation 

Xn  —  I  =  o, 

on  a  cette  remarquable  identité  communiquée  à  "NI.  Cayley 
par  M.  Ruminer 

(a3  +  a")  (a,l5  +  a13  +  a8 -4-  a15  -+-  a7  -+-  ot'8)' 
=  (a8  +  <x"){a?  ■+-  a")  (a'«  ■+■  a")5  (a"  -4-  a")  F  (a)  F  (l\  , 
F  (a)  =  a'  +  «s  -4-  a9  +  «,0  ■+-  a'"  —  «"  -4-a". 


(    25     | 

M.  Ctvlev  ramène 


(at"-+-a")(a»-|-a,«)(a1,-|-  y.,5)2(a"  +  ' 
à  cette  forme 

—  23  a  -I-  2  a2  —  20  x3  —  2  1  zb  —  3a 

—  17*:  —  4^'—  l4^9  —  8  a10  —  12  a" 

—  23  a22  H-  2  a2'  —  20  a50  —  2  1  a18  —  3  a17 

—  17  oc"  —  4  a"  —  '4a'4  —  8  a'3  —  12  a12, 

et  le  profond  investigateur  déduit  d'une  manière  admi- 
rable que  les  coefficients  de  F  (a)  doivent  être  i.  1.  i. 
1,  1,  — 1,  1 

Calcul  infinitésimal . 

A.  Clebsch  (p.  122  à  i48).    Sur  la    variation  seconde 
des  intégrales  multiples. 

On  sait  que  cette  variation  seconde  fournit  un  crité- 
rium des  maximums  et  des  minimums  pour  des  intégrales 
simples.  On  est  parvenu,  par  des  intégrations  partielles, 
à  ramener  ces  variations  secondes  à  une  forme  plus  simple, 
mais  à  l'aide  d'intégration  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles assez  compliquées.  Jacobi  le  premier  a  fait  voir 
que  pour  des  intégrales  simples  à  une  seule  variable,  il 
existait  une  connexion  entre  ce  système  et  celui  qui  amène 
l'évanouissement  de  la  variation  première,  et  dans  ce 
eas  l'intégration  de  ces  équations  transformatrices  s'opère 
sans  difficulté. 

Dans  un  précédent  Mémoire.  M.  Clebsch  (t.  LV)  a 
montré  que  le  principe  de  Jacobi  peut  s'étendre  à  tous 
les  problèmes  du  calcul  des  variations  lorsqu'il  ne  s  agit 
que  d'intégrales  simples.  La  recherche  des  variations  »e- 
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(  *■) 
coudes  a  été  ramenée  à  la  recherche  des  valeurs  que  peut 
prendre  une  fonction  homogène  du  second  ordre  dont  les 
paramètres  sont  liés  par  certaines  équations  de  condi- 
tions linéaires.  Dans  ce  Mémoire,  on  établit  aussi  une 
telle  fonction  lorsque  même  l'intégrale  est  multiple. 

(t.  Bauer  (p.  101  à  121).  Sur  les  coefficients  des  séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  sphériques  d'une, 
seule  variable. 

Soit 

2.4.6.  .  .in  d.r" 

Ces  fonctions  X„  sont  dites  sphériques,  parce  qu'on  les 
rencontre  dans  les  problèmes  sur  l'attraction  des  sphé- 
roïdes. 

Soit/ (x)  une  fonction  donnée  de  x. 

Posons 

/(.r)  =  ^A„X„ 
ou 


2/î  +  i  r+I, 


/■rX,,fb  . 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  le  calcul  des  coefficients  A. 
M.  Leieune-Dirichlet  a  traité  cette  question  pour  le  cas 
oùf(x)  =  Xk  [Journal  de  M.  Liouville,  1857),  et  par 
une  méthode  qui  n'est  pas  élémentaire.  Même  dans  ce 
cas  si  simple,  le  calcul  effectif  des  A  est  très-compliqué. 
Par  des  considérations  très-élémentaires,  M.  Bauer  donne 
ces  coefficients  pour  beaucoup  de  cas. 

Exemples  : 


v—  2a 


1  2 


1  I 

i  H V 


a        3 


a       7 


P„  esl  le  numérateur  et  Q„  le  dénominateur  de  la  iïc" 
réduite  de  cette  fraction  continue,  ou  encore   de  cette 
seconde  traction  continue  : 


tang  a 

a 

--t- 

i 

i 

i 

a 

i 

3 

a 

i 

5 

i 

C'est  une  conséquence  des  relations 

■y  n  -+-  i 


p       p      

1  «H    l               r  II—  1 

P„  =  o , 

<7 

Q„+,  -  Q«-  - 

Q«  =  o. 

i 

„2     r-  1        a 

A.    —  i 

arc  sin  « 

Il 

Q„  et  P„  sont  déterminés  par  les  deux  termes  dune  ré- 
duite de  fraction  continue.  L'auteur  déduit  plusieurs  con 
séquences  intéressantes,  entre  autres  : 

.   /l.3...2«  —  iV 

v    —  i      t\   '-3-5..  .  a»—  i 

X'*  -  '^"      ^  2.4...    7  «  ' 


(  *8  ) 


AlllS 


2  »  /  i  \ '         / i . 3 \ 3        „  ,  1.3.5 


- 


=  '-5'tj-9(H)'-'3(^B,+ 
rffl 


1 


/0      y^1  —  2rcos0  -+-  r2 

-he)v*o-+(Sî)'*+-] 

3°.  f{.x)  =  {a  +  xY; 

A„  se  détermine  encore  par  une  fraction  continue  qui 
devient  finie  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif. 

Lorsque  «=  o  et  m  est  entier  positif,  l'auteur  trouve, 
d'accord  avec  M.  Dirichlet . 

2/z  +  i       m  (m  —  2 ) .  .  .  m  —  n  -+-  2  .. 

An  = ■ [  ri  pair) , 

2        m  -+-  i  .  m  H-  3    .  .  w  -+-  «  H-  i 

2  7i  -+-  i  m  —  i  .  m  —  3  .  .  .  77i  —  »  +  2   .     .         .   . 
An= -, [n  impair), 

2         ffl  +  2.m+4...  m  +  «r  i 

déjà  trouvé  par  Legendre  (Recherches  sur  la  figure  des 
planètes.  Académie  des  Sciences ,  1 784  )• 

L'auteur  considère  les  cas  de  a  =  —  1  et  ///  en  lier  né- 
gatif, et  en  déduit  la  sommation  de  plusieurs  séries,  entre 
autres  de  celle-ci 


2  4«2«  +  3.2« 
a6 


2.4.6.2/?  -i-3.2rt-t-5.2rt-f-7 
-i  celle  où  les  termes  de  rang  pair  ^mi  négatifs. 


29 


\  EUHANDELIJNGEIN     DER    koNINKLl  JKE   AkADEMIE    VAN    We- 

tenschappen.  Vicrd  deel.  —  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences.  4°  partie.,  Amslerd.  C.  G.  von  der  Posi, 
i858. 

TABLES    D'INTÉGRALES    DÉFINIES, 

Par  D.  BiF.riEss  de  H  ans. 

De  XVI— 372  pages. 

Il  est  superflu  de  faire  ressortir  l'immense  utilité  dune 
telle  collection  auprès  des  géomètres  compétents,  et  il 
serait  ridicule  d'insister  auprès  de  ceux  qui  ne  sont  pas 
compétents.  Pour  peu  qu'on  s'occupe  de  l'analyse  infini- 
tésimale, ce  recueil  devient  indispensable;  car  il  est  mieux 
ordonné,  plus  méthodique  et  plus  complet  que  tout  ce 
qu'on  a  publié  en  ce  genre,  et  a  peut-être  le  défaut  rare 
d'être  trop  complet;  la  description  de  certains  ouvrages 
suffit  pour  en  faire  apprécier  le  mérite;  tel  est  celui-ci. 

L'ouvrage,  entièrement  écrit  en  français,  se  compost- 
dé  447  taDl('s  distribuées  sur  5j2  pages  in-40.  Chaque 
table  a  pour  en-tête  :  i°  la  nature  des  expressions  à  inté- 
grer  (algèb.    transcend.,    etc.)  ;   20  le   quantième   de  la 

table;  3°  les  limites  entre  o  et  1,  o  à->  —  à  «r  .  Ces  trois 

2    2 

indications  sont  renfermées  entre  deux  lignes  parallèles: 

ensuite    au-dessous    les   expressions    intégrales    avec   les 

noms  des  calculateurs,  des  ouvrages  et  l'indication  des 

pages  (*).. 

Les  exemples  sont  numérotés  et  placés  les  uns  au-des- 
sous des  autres,  et  le  quantième  de  la  page  est  au  bas  de  la 
page.  L'ouvrage  commence  à  la  page  23. 

Dans  la   préface  l'auteur  indique  quatre  l>ut>  qu'il  a 


■     \  ces  renseignements,  "M  reconnaît  que  l'auteur  n'est  p;i>  Français 
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cherché  à  remplir  :  i°  écrire  les  différents  résultais  cl  une 
manière  méthodique  et  bien  ordonnée;  i°  donner  les  di- 
vers modes  de  déduction  :  la  réalisation  de  cette  idée  aurait 
rendu  l'ouvrage  extrêmement  volumineux;  on  a  dû  se 
contenter  d'indiquer  les  ouvrages  où  l'on  peut  trouver  ces 
déductions  -,  3°  donner  un  tableau  historique  et  biblio- 
graphique de  cette  branche  de  l'analyse.  A  cet  effet,  l'au- 
teur avait  demandé  des  renseignements  par  la  voie  clos 
journaux  scientifiques;  mais  personne  n'a  répondu  à  son 
appel:  de  sorte  que  ce  but  n'a  pu  être  complètement  atteint. 
L'auteur  n'avait  à  sa  disposition  que  les  collections  acadé- 
miques et  les  Journaux  de  Crelle  et  de  Liou ville.  Il  y  a 
68  géomètres  de  cités  dont  i  y  sont  Français,  savoir:  Abria, 
Berge,  Bertrand,  Binet,  Bonnet  (Ossian),  Catalan,  Cau- 
ehy,Delaunay,  Fourier,Lamé,  Laplaee,Lebesgue,  Lefort, 
Legendre,  Liouville,  Poisson,  Serret.  Enfin  le  quatrième 
but  était  l'examen  de  certaines  intégrales  définies  dont 
les  résultats  sont  contestés.  L'auteur  indique  pourtant  ces 
résultats  sans  se  permettre  de  les  juger,  même  lorsque  ses 
opinions  sont  bien  fixées.  Les  calculs  des  intégrales  con 
nues  ont  été  vérifiés,  l'auteur  a  soin  d'indiquer  les  fautes 
et  de  les  rectifier;  et  par  la  méthode  des  intégrales  par- 
tielles, l'auteur  a  donné  de  nouvelles  intégrales  ;  les  résul- 
tats sont  au  nombre  d'à  peu  près  3  200;  près  de  780  col- 
lections et  observations  critiques  remplissent  8  pages. 

Cette  collection  contient  trois  parties.  Chaque  partie 
est  divisée  en  sections  selon  cpie  les  fonctions  sont  algé- 
briques, exponentielles,  logarithmiques,  circulaires,  di- 
rectes ou  inverses,  et  chaque  section  est  subdiv  isée,  selon 
crue  les  fonctions  sont  monômes,  binômes,  polynômes, 
rationnelles,  irrationnelles,  entières,  fractionnaires,  el 
aussi  selon  les  limites  des  intégrales. 
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Première  p\rtie  (table  I  à  III,  six  sections). 

Intégrales  de  fonctions  ne  contenant  qu'une  espèce  de 
fonctions. 

Algébrique  (i  à  35)  rationnels  et  entiers. 

Exemples  : 

(i  —  xbY xi-'-  dx     (limite  o  à  i). 

Fractionnaire. 

Exemples  : 

Jr"  .',_  x)p+* 
'■ dx    i  OEttinger  )  ; 
o 

X1   x1~'  dx 
(Lebesgue,  p.  3i); 

(Bertrand,  p.  35); 

i  -+-  x'    i-hpx 

(  Serret  ')  ; 

Jx-a  (  i  —  x2  )*- \  dx   (  Ecler  }  ; 
o 


/      dX  V ?  (Catalan,   p.  43); 


/ 


(  Serret,  p.  44  !î 


1_ 
X'  d.r 


(i  — ,r)(i— /;-  c 


(RONCOMPAGNI,  p.    49.)  ; 


(  te  ) 

A  partir  de  la  table  18  les  limites  viennent  de  o  à  oo  , 

—  oo   à  H-  oo  , 

J   (i-p-xi)"^ 
Legendre,  Poisson,  Cauchy,Raab.OEuingei\  Schlômileli. 

Deuxième  partie  (table   112  à  375,  p.  169  à  483  ;  sec- 
tions vn  a  xx). 

Intégrales  de  fonctions  composées  de  deux  fonctions. 

Exemples  : 
Table  1 16,  p.  173, 

I  e— reî'.ra-'  dx  (L.  oàoo)   (Serret). 
Table  127,  p.  186, 

I    (  c~x  H j  —      (L.oàx)  (  Stern). 

Table  142,  p.  2o5, 

/  ëx 1  r  -h  i-r)"-'  dx     (L.  —  00   à  -4-  00  )    (Cayley). 

A  partir  de  la  table  1 5 1  apparaissent  les  transcen- 
dantes (lx)". 

A  partir  de  la  table  161,  logarithmes  combinés  avec 
des  lignes  trigonomé triques. 

Exemples  : 
f\  '-"' gH--lr1  dx  =  -i-hlx{L.o:A  i)(t.  168,  n.  a3i 

J  l  i'x  ^  (ixy\ 

l   J:i"'j!Xdr=-\/-  (table  178,  p.  270).   (O.  Honnf.t). 
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Dans  la  table  191,  on  rencontre  des  //. 


f 

f 

/ 

\Je> 


Ikc =  -  ni  (  .      {    i/27T      1     (MaLMSTK.n) 

I    +  X*  2  l  /   I  \ 


sin  qx  cos  -r  i  \ 

rfu;=  -«r,   7>i,  /  (t.    195,  p.  270) 

(Serret). 


=  0,        q   <    I, 


I  —  2/J  COS  X  -\-  p2  I  p* 

(t.  2ÔO,  p.   342)    (BlERENS  DE  HAAN). 

/       e~P* 1  (7  —  x)7  dx  =  -[lq7  —  1  e-Pi  E  i  (pq  )} 

(BlERESS  DE   HAAN). 

/*   e-PIdlpq) 
£-2-  (exponentielle  intégrale,   p.  369). 
-pq            I  1 

Les  noms  qui  apparaissent  le  plus  fréquemment  dans 
cette  partie,  sont  Binet,  Cauchy,  Laplace,  Poisson,  Raab, 
Sclilômilch,  et  aussi  quelquefois  Dienger,  OEttinger  et 
Lobatschewsky  (de  Casan),  Malmsten. 

Les  tables  252,  253,  254,  262  renferment  les  fonc- 
tions elliptiques. 

Troisième   partie  (tables  3^6   à    447»   P-   4^7   à    J72, 
sections  XXI  à  XXM). 

Contient  les  intégrales  des  fonctions  à  argument  de 
plusieurs  fonctions. 
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Exemples  : 

e-  qx°  (  qza  _  p  j  x,r-,  lxdx  =  _!_  r  //;    ( 


jC 


rr~/;r  sin  qX.xT~x  dx 


— —  cosr    arc  tane  -    sin     rare  tang  - 

V  pi      \  p! 

(t.  386,  p.  49i>)  (Serret  et  Boncompagni ' 


X 


.  X  3 

(  l  tang  j  '  — dx  =  —  - — 

sin  2 or  5i2 


t.  4ioj  P-  52ç))     (Ecler). 


Moines  noms  que  dans  la  deuxième  partie. 

Le  sommaire  irès-détaillé  qui  est  au  commencement 
du  volume  (p.  5  à  19)  est  une  dichotomie  analytique 
si  bien  faite,  qu'on  peut  trouver  tout  de  suite  l'intégrale 
dont  on  a  besoin  et  insérer  de  nouveaux  résultats;  «à  cet 
effet,  il  est  nécessaire  de  faire  intercaler  par  le  relieur 
des  pages  blanches. 

On  peut  aussi  recommander  l'ouvrage  aux  professeurs 
enseignants;  Ils  y  trouveront  en  profusion  des  exercices  de 
quadratures  a  proposer  aux  élèves,  aujourd'hui  que  les 
différentielles  et  les  intégrales  sont  entrées  dans  nos  écoles 
sous  le  masque  de  fonctions  primes  et  primitives. 

.  .  .  Licuit,  semperque  iicebit 
Signatum  praesente  nota  producere  noroen. 

fHo&AT,,  Ars  poetica.  ) 

Il  est  à  désirer  qu'on  nous  donne  une  collection  sem- 
blable d'intégrales  $  équations  différentielles,  classées 
par  ordre,  degré,  nombre  (!••  variables,  nombre  il  équa- 
tions; de  même  pour  les  différences  partielles  et  pour  les 
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différences  finies.  C'est  aux  grandes  académie*  à  encou- 
rager de  tels  travaux,  en  se  chargeant  des  frais  d'imprèv^ 
sion.  Trois  académies,  Pétersbourg,  Berlin,  Amsterdam, 
sont  entrées  dans  cette  voie  et  ont  bien  mérité  de  la 
science. 


Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  circulaires  et  la 
trigonométrie;  par  le  P.  I.-L.-A.  Le  Cointc,  de  la 
Compagnie  de  Jésus ,  professeur  au  collège  Sainte-Ma- 
rie, à  Toulouse.  Ouvrage  destiné  à  la  préparation  aux 
Ecoles  du  Gouvernement  et  spécialement  à  l'École  Po- 
lytechnique. In-8  de  385  pages.  Paris,  (liez  Mallet-Ba- 
chelier,  imprimeur-libraire,  quai  des  Augustins,  55. 
Prix  :  6  francs. 

L'ouvrage  du  P.  Le  Cointe  se  présente  au  public  sous 
le  patronage  éminent  de  M.  le  doyen  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse,  qui  en  a  fait  un  Rapport  très-favo- 
rable à  l'Académie  des  Sciences  de  cette  ville  (séance  du 
9  décembre  1 858) ,  et  il  n'est  pas  douteux  que  ces  éloges 
seront  ratifiés  par  tous  ceux  qui  le  liront  avec  l'atten- 
tion qu'il  mérite. 

Nouveau  par  l'introduction  d'un  assez  grand  nombre 
de  questions,  cet  ouvrage  Test  encore  par  l'ordre  adopté 
pour  la  distribution  des  matières.  Comme  un  grand  nom- 
bre de  questions,  appartenant  à  la  théorie  des  fonctions 
circulaires,  n'ont  aucun  rapport  avec  la  trigonométrie, 
l'auteur  a  justement  établi  une  démarcation  absolue  entre 
ces  deux  branches  des  sciences  mathématiques. 

La  théorie  des  fonctions  circulaires,  qui  fait  le  sujel  de 
la  première  de  ces  deux  grandes  divisions  du  livre,  com- 
prend trois  parties  : 

Dans  la  première  partie,  intitulée  Etude  analytique  et 
élémentaire  des  Jonctions  circulaires,  l'auteur  considère 
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comme  des  rapports  les  lignes  trigonométriques  (sinus, 
tangente,  sécante, etc.),  étudie  les  lois  de  leurs  variations, 
établit  les  relations  qui  existent  entre  les  rapports  trigo- 
nométriques d'un  même  arc  et  celles  qui  concernent  1  ad- 
dition et  la  multiplication  des  arcs;  fait  connaître  les 
limites  de  certaines  fonctions  circulaires  simples  ou  com- 
posées, et  se  trouve  ainsi  conduit  naturellement  à  expo- 
ser les  principes  de  la  construction  des  Tables  trigono- 
métriques. Le  rayon  est  toujours  désigné  par  R,  le  cercle 
par  C  et  la  demi-circonférence  par  H  (*).  Des  exemples 
numériques  bien  choisis,  parmi  lesquels  se  présente  la 
résolution  de  certaines  équations  transcendantes  ,  servent 
d'application.  Dans  ces  exemples,  l'auteur  s'attache  tou- 
jours à  rendre  les  formules  propres  au  calcul  logarith- 
mique; c'est  en  effet  une  précaution  qu'on  prend  généra- 
lement dans  la  pratique.  Cependant  elle  n'est  pas  d'une 
nécessité  absolue  et  quelquefois  même  elle  occasioune 
une  perte  de  temps.  On  pourrait  donc  désirer  de  trouver 
quelques  exemples  du  calcul  immédiat  de  formules  non 
rendues  logarithmiques ,  effectué  néanmoins  à  l'aide  des 
Tables  de  logarithmes  qui  sont  seules  en  usage. 

La  seconde  partie,  intitulée  Elude  analytique  et  com- 
plémentaire des  jonctions  circulaires,  traite  des  proprié- 
tés relatives  à  la  sommation  des  suites  limitées  de  cer- 
taines fonctions  circulaires.  On  y  trouve  les  formules  de 
Moivre,  de  Jeau  Bernoulli  et  plusieurs  autres  dues  à 
Euler  et  à  Fuss. 

L'auteur  expose  ensuite  la  résolution  des  équations 
binômes  ;  un  grand  nombre  de  propriétés  concernant  les 
différentes  valeurs  des  radicaux  "^  i  et  y'  —  i,  m  étant  un 
nombre  entier  positif;  la  théorie  des  polygones  réguliers 


(*)  Cette  notation  aurai)   pu  être  ùviice  pour  prendre  celle  qui  cm  en 

I   M 
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convexes  et  étoiles;  la  division  de  la  circonférence  en 
dix-sept  parties  égales,  et  plusieurs  théorèmes  relatifs  à 
la  multiplication  des  arcs.  Cette  seconde  partie  se  ter- 
mine par  la  résolution  des  équations  algébriques  du  troi- 
sième degré. 

La  troisième  partie  est  consacrée  à  une  étude  élémen- 
taire et  géométrique  des  fonctions  circulaires.  C'est  dans 
cette  partie  que  l'auteur  a  réuni  les  différentes  propriétés 
géométriques  qui  sont  le  fondement  de  la  trigonométrie 
rectiligne  et  de  la  trigonométrie  sphérique. 

Parmi  les  propriétés  relatives  à  la  division  du  cercle  en 
parties  égales,  on  trouve  le  théorème  de  Moiure,  celui 
de  Cotes,  qui  en  est  une  conséquence,  et  plusieurs  autres 
propositions  intéressantes  extraites  du  Journal  mathé- 
matique de  Cambridge.  L'auteur  donne  (p.  264)  une 
démonstration  très-simple  du  théorème  de  Lexell,  et 
termine  cette  troisième  partie  par  un  appendice  où  il 
a  réuni  plusieurs  théorèmes  qui  ne  se  rattachent  à  la 
théorie  des  fonctions  circulaires  que  par  certaines  dé- 
monstrations dont  ils  sont  susceptibles. 

La  trigonométrie  ,  réduite  à  ce  qu'elle  est  essentielle- 
ment, savoir  :  la  résolution  des  triangles  ,  est  traitée,  dans 
le  chapitre  suivant,  avec  tous  les  développements  quelle 
comporte.  L'auteur  a  eu  soin  d'y  ajouter  quelques  appli- 
cations numériques  qui  indiqueront  aux  élèves  l'ordre 
qu'il  convient  de  suivre  dans  les  calculs  des  formules  tri- 
gonométriques. 

Enfin,  l'ouvrage  se  termine  par  une  collection  fort  riche 
de  questions,  que  l'auteur  propose  comme  exercices,  dont 
plusieurs  sont  nouvelles,  et  dont  le  choix  sera  très-appré- 
cié  des  professeurs.  Quelques-unes  de  ces  questions  sont 
extraites  des  Nouvelles  Annales  de.  mathématiques,  des 
Actes  de  Pélershourg,  du  Journal  de  Crelle,  du  Bulletin 
de  Férussac  et  des  ouvrages  de  Deland>rc  et  de  Puissant. 
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En  résumé,  1  ouvrage  du  P.  Le  Coiute  dénote  chez  son 
auteur  une  grande  érudition  et  un  talent  exercé  5  c'est 
une  mine  féconde  où  pourront  puiser  abondamment  tous 
ceux  qui  veulent  approfondir  l'étude  de  cette  brandie  des 
sciences  mathématiques,  et  MM.  les  Professeurs  y  trou- 
veront, pour  l'enseignement  de  leurs  élèves,  un  grand 
nombre  d'éléments  réunis,  qu  ils  chercheraient  vainement 
dans  d'autres  recueils.  E.  J. 

Note  du  Rédacteur.  Parmi  les  qualités  de  ce  savant  ou- 
vrage ,  nous  signalerons  les  notions  historiques  et  les  cita- 
tions in  extenso  des  sources  :  preuve  d'érudition  et  aussi 
devoir  de  conscience.  C'est  l'ouvrage  le  plus  complet  sur 
les  fonctions  circulaires  et  sur  les  sommations  de  séries 
circulaires  finies.  Aux  p.  100  à  106,  on  trouve  des  solu- 
tions d'équations  transcendantes,  si  en  vogue  aujourd'hui, 
par  exemple,  le  système  d'équations 

x  -(-  y  ■+■  z  =  1 8on , 

3  1  3 

—  tang x  =  —  -  tang y  =  —  -  tang  a  ; 

les  équations  binômes  sont  traitées  avec  l'étendue  que 
comporte  le  sujet.  On  donne  l'inscription  géométrique 
des  huit  polygones  réguliers  de  dix-sept  côtés  (p.  186), 
avec  ligure  intercalée. 

Les  deux trigonomélries  sont  développées  avec  le  même 
»oin  que  les  fonctions  circulaires;  les  exercices  numé- 
riques abondent;  parmi  les  quatre-vingt-treize  exercices 
qui  terminent  l'ouvrage,  il  \  en  a  «le  curieux,  de  nou- 
veaux ci  tous  très-utiles;  nous  \  puiserons  quelquefois. 

Il  y  a  quelques  démonstrations  puritaines.  11  est  tou- 
jours convenable  d'avoir  confiance  dans  1  intelligence  du 
lecteur. 

Jl  aurait  ét<  1 1  1  qu<   I  auteur,  à  I  instai   d<    (   1 
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gnoli ,  eût  indiqué  les  relations  différentielles  des  élé- 
ments des  triangles,  indispensables  pour  les  praticiens. 
La  résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  4°  degré 
aurait  dû  suivre  celle  du  3e  degré.  En  tète  de  tout  ou- 
vrage de  mathématiques,  on  devrait  trouver  l'explica- 
tion des  notations  employées  par  l'auteur.  Cela  faci- 
literait l'intelligence  de  la  matière  et  économiserait  le 
temps. 

Nous  croyons  donner  une  idée  exacte  de  cette  pro- 
duction, en  la  définissant  une  Encyclopédie  trigonomé- 
trique. 


SUR  LA  RECTIFICATION 
DE  LA  MÉTHODE  R  APPROXIMATION  DE  NEWTON; 

Par  M.   PROUHET. 


La  rectification  de  la  méthode  de  Newton ,  ordinaire- 
ment attribuée  à  Fourier,  se  trouve  dans  un  ouvrage 
publié  en  1770 ,  sous  ce  titre  :  Traité  de  la  résolution  des 
é(juations  invariables  •  par  M.  J.-R.  Mouraille,  de  l'A- 
cadémie des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Marseille.  Paris 
et  Toulouse,  1770-,  in-4°  de  xxxn  —  446  pages, 
ï  7  planches. 

L'auteur  nomme  invariables  les  équations  algébriques, 
pour  les  distinguer  des  équations  différentielles  ,  dont  il 
devait  traiter  dans  un  second  volume  qui  n'a  jamais  paru. 
Il  donne  l'interprétation  géométrique  de  la  méthode  de 
Newton,  et  il  examine  dans  le  plus  grand  détail  (p.  329 
à  36 1,  fig.  41  a  5  a)  toutes  les  particularités  que  peut 
présenter  une  courbe  du  genre  parabolique,  dans  les  en- 
virons du  point  où  elle  rencontre  Taxe  des  x.  Il  indique 
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ensuite  entre  quelles  limites'la  méthode  de  Newton  est 
applicable 5  quels  sont  les  cas  où  il  faut  partir  d'une  va- 
leur approchée  par  défaut,  et  ceux  où  la  première  valeur 
substituée  doit  être  approchée  par  excès. 

La  méthode  de  Newton  consiste  à  réduire  l'équation 

f{a)  +  hf'{a)  +  ^-f"{a)+....=o 

a  ses  deux  premiers  termes.  En  conservant  le  troisième, 
aurait-on  une  valeur  plus  approchée?  Quelques  auteurs 
l'ont  pensé  5  mais  M.  Mouraille  fait  voir  qu'il  n'en  est 
pas  toujours  ainsi ,  et  qu'on  pourrait  s'éloigner  de  la  ra- 
cine cherchée. 

L'ouvrage  de  Mouraille  parait  n'avoir  point  attiré  l'at- 
tention des  géomètres  à  l'époque  où  il  a  été  publié,  et  il 
est  tombé  aujourd'hui  dans  un  oubli  complet,  qu'il  ne 
mérite  pas  cependant,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire.  Toutefois  il  est  bon  d'ajouter  que  c'est  un  peu  la 
faute  de  l'auteur.  Son  style  est  diffus,  ses  démonstrations 
souvent  peu  rigoureuses,  et  il  affiche,  à  propos  de  l'infini, 
une  métaphysique  capable  d'effaroucher  beaucoup  de  lec- 
teurs. Ce  mauvais  voisinage  a  fait  tort  à  quelques  idées 
neuves  et  ingénieuses  que  renfermait  le  Traité  de  la  ré- 
solution des  équations  invariables. 


GERGOXM. 


Le  fondateur  du  journalisme  mathématique  en  France; 
le  propagateur  des  doctrines  dualistes,  qui,  perfection- 
nées et  généralisées,  ont  double'-  L'empire  géométrique; 
le  philosophe  pénétrant  qui,  sur  toute  matière,  a  appli- 
qué  une  dialectique  serrée,   d'une  touche   vigoureuse, 
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d  une  éloquence  spirituellement  colorée;  l(j  logicien  sé- 
vère, inexorable,  concis  et  ennemi  de  celle  métaphysi- 
que verbeuse  qui   s  agite   indéfiniment  ,  sans  jamais  se 
lasser,  parce  qu'elle  marche  dans  le  vide,  sans  obstacle 
possible;  le  professeur  pontife,  élevant  renseignement  à 
la  hauteur  d'un  sacerdoce,  pour  lequel  la  chaire  est  deve- 
nue l'autel  de  la  vérité,  proclamant  comme  but  essentiel 
la  science,  et  non  pas  seulement  les  intérêts  matériels 
qu'imposent  malheureusement  les  nécessités  de  la  vie  ter- 
restre; l'administrateur  intelligent,  intègre,  ayantle  cou- 
rage, plus  rare  que  l'intrépidité  militaire,  le  courage  de 
résister  aux  séductions  du  pouvoir,  de  ne  jamais  faire 
plier  le  bon  droit  et  la  justice  selon  le  bon  plaisir  des  su- 
périeurs, et  de  ne  jamais  préconiser,  formuler  un  opti- 
misme banal ,  conforme  au  système  du  jour  :  Gergonne 
n'existe  plus.  Nous  essayerons   d'esquisser  une  carrière 
qu'une  Providence  bienfaisante  a  rendue  longue  d'années, 
féconde  en  résultats.  La  multitude  naît,  grandit,  respire, 
se  nourrit,  décline  et  meurt  tout  entière;  celui-là  seul  a 
vécu, qui  peut  se  présenter  avec  assurance  devant  Je  souve- 
rain juge  d'en  haut,  et  lui  dire  :  J  ai  rempli  ta  mission; 
prœcepla  tua  obseivavi;  celui-là  seul  a  vécu,  qui,  animé 
du  feu  sacré,  a  voué  ses  jours  et  toutes   ses  facultés  au 
perfectionnement  de   l'être  moral  que  l'Ecriture  Sainte 
représente  comme  type  de  l'Esprit  divin. 

Nous  attendous  quelques  renseignements  pour  tracer 
un  tableau  fidèle  des  travaux  du  géomètre,  des  mérites 
littéraires  de  l'écrivain,  des  talents  du  professeur,  enfin 
du  caractère  de  l'homme  avec  ses  qualités  et  ses  aspérités, 
Sit  terra  ci  levis. 
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SIR  L  INVENTION 
DES  EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES  01)  INCOMMENSURABLES  ; 

Par  M.  PROUHET. 


Les  exposants  fractionnaires  ont  commencé  à  être  en 
usage  dans  la  seconde  moitié  du  xvne  siècle,  et  leur  in- 
vention est  ordinairement  attribuée  à,Wallis.  Cependant 
cette  notation  avait  déjà  été  proposée,  sinon  employée, 
par  Simon  Stevin,  qui,  en  faisant  une  découverte  su- 
périeure a  son  époque,  et  que  lui-même  regardait  comme 
prématurée ,  s'est  trouvé  en  avance  de  pies  d'un  siècle  sur 
le  progrès  naturel  de  la  science.  Nous  disons  progrès  na- 
turel, car  la  considération  des  exposants  de  nature  quel- 
conque ne  pouvait  être  de  quelque  utilité  qu'après  la 
découverte  des  séries  infinies  et  au  moment  où  la  repré- 
sentation, duc  à  Descartes,  des  grandeurs  qui  varient 
d'une  manière  continue,  conduisait  à  introduire  la  con- 
tinuité dans  les  symboles  analytiques. 

Il  est  arrivé  trop  souvent  qu'en  voyant  dans  un  autrui 
le  germe  d  une  découverte  amenée  plus  lard  à  sa  matu- 
rité, on  lui  en  a  attribué  tout  l'honneur.  Une  heureuse 
rencontre,  dont  le  prix  est  ignoré  de  celui  qui  l'a  faite, 
ne  doit  pas  eependant  être  confondue  avec  une  invention 
véritable.  Pour  montrer  que  Stevin  a  bien  réellement  in- 
venté les  exposants  fractionnaires,  et  même,  ec  qui  est 
plus  remarquable  encore,  les  exposants  incommensura- 
bles, nous  citerons  ses  propres  paroles,  après  avoir  donné 
quelques  explications  sur  les  notations  qu  il  emploie. 

Stevin  (*)   désigne  l'inconnue  d  un    problème   par  le 

(*)  L'Arithmétique  de  Simos  Stbvim  di  Biujgi  i  contenant  les  com  pu  ta- 
lions des  nombres  Arithmétiques  ou  vulgaires  :  ;his  i  l'Algèbre,  tn 
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signe  (V,    et  les  puissances  de  cette  inconnue  par  (7), 

(3),  etc.  Le  caractère  (0)  représente  une  grandeur  con- 
nue, mais  dont  la  valeur  n'est  pas  assignée.  Stevin  nous 
apprend  qu'il  emprunte  ces  notations,  (0)  excepté,  à 
Rafaël  Bombelli  (*).  Il  les  préfère,  pour  «  leur  conve- 
nable et  naturel  ordre  »  ,  aux  caractères  bizarres  em- 
ployés par  les  algébristes  de  son  temps  (**)•  On  voit 
que  les  chiffres  écrits  en  cercle  sont  de  véritables  expo- 
sants. Stevin  les  appelle  dénominateurs  des  dignités  ou 
puissantes. 

Quand  un  problème  renferme  deux  inconnues,  la  se- 
conde est  appelée  une  quantité  post-posée,  et  désignée 
par  sec  (T);  ses  puissances  sont  représentées  par  sec  @, 
sec  @,  etc.  Une  troisième  inconnue  sera  représentée  par 
ter(T),  1er  @,  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Les  six  théo- 
rèmes empruntés  par  Albert  Girard  à  Stevin,  qui  lui- 
même  les  avait  pris  à  Cardan,  et  dont  M.  Terquem  (***) 
déclare  n'avoir  pu  trouver  le  sens,  n'ayant  pas  l'ouvrage  de 
Stevin  sous  les  yeux,  sont  des  théorèmes  relatifs  à  l'éli- 
mination d  une  inconnue  entre  deux  équations. 


équations  de  cinc  quantitez  ensemble  les  quatre  premiers  livres  d'Algèbre 
de  Diophante  d'Alexandrie  maintenant  premièrement  traduictsen  François. 
Encore  un  livre  particulier  de  la  pratique  d'Arithmétique  contenant  entre 
autres  les  tables  d'interests  ,  la  disme  et  un  traicté  des  incommensurables 
grandeurs  :  avec  l'explication  du  dixiesme  livre  d'Euclide.  A  Leyde,  de 
l'imprimerie  de  Christofle  Plantin.  C13  10  LXXXV.  In-8  de  xvi-656  pages, 
plus  2i/|  pages  pour  l'appendice. 

(*)  Histoire  des  Mathématiques  en  Italie,  t.  111,  p.  3G3.  Les  puissances  de 
l'inconnue  sont  désignées  par    i     2     etc. 

(**)  Algèbre  de  Clai'ius,  Home,    1608.   Clavius  s'excuse  de  ne  pas  em 
ployer  les  chiffres  pour  désigner  les  puissances,  sur  ce  qu'il  y  aurait  con- 
fusion entre  ces  chiffres  et  ceux  qui  représentent  des  grandeurs.  Le  cercle 
«le  Stevin  remédiait  à  cet  inconvénient. 

(***)  Analyse  tle  l'invention  nouvelle  en    UgèbrCj   Bulletin  </<   Biblio- 
graphie, CtC,  t.  1  ,  p.   I  '|  5 
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(Extrait  de  l'Arithmétique  de  Stevin,  p.  18.) 

Que    LES    DIGN1TEZ     OU     DENOMINATEURS    DES    QUANTITEZ 

ne  sont  pas  nécessairement  nombres  entiers,  mais  poten- 
tiellement nombres  rompuz  et  nombres  radicaux  quel- 
conques. 

Jl  est  assez  notoire  à  ceux  qui  s'exercent  en  eomputa- 
lions  algebraiques  (car  c'est  à  eux  que  nous  parlons  ici), 
que  quand  il  y  a  à  extraire  racine  quarrée  de  (V)  ,  ou 
de  (£),  ou  bien  racine  cubique  de  @  et  de  semblables  , 
qu'il  faut  dire,  que  c'est   racine  d'autant.  Par  exemple 

racine  quarrée  de  4  CD  se  dit  y/ 4  CD»  la  raison  est,  qu'il 
n'y  a  en  use  aucunes  algebraiques  quanti tez  qui  pour- 

roient  autrement  signifier  telles  racines.  Toutesfois  le  - 

en  circle  seroit  le  charactere  de  racine  de  (T),  parce  que 
le  mesme  (suivant  la  reigle  de  multiplication  des  autres 

quanti  tez)  multiplié  en  soi  donne  produict  u ),    et   par 

3 
conséquent  -  en  un  circle  serait  le  charactere  de  racine 

quarrée  de  (§J,  par  ce  que  telle  -  en  circle  multipliée 

en  soi  donne  produict  Q}) ,  et  ainsi  des  autres;  de  sorte 
que  par  tel  moien  on  pourroit  de  toutes  simples  quantitez 
extraire  espèces  «le  racines  quelconques,  comme  racine 

cubique  de  @  serait  ~  en  circle,  etc. 

Or  par  la  considération  de  ces  choses  nous  est  devenu 
manifeste  ce  cnii  au  paravanl  nous  estoit  plus  obscur,  à 
sçavoir  que  la  prime  quantité,  laquelle  les  algebraiciens 
usent  pour  l'inférieure  ne  l'est  pas,  considère  ce  <|io 
consiste  potentiellement  eu  eux  ;  mais  comme  il  \  a  un 
infini  maicui  progrès  des  quanti  tez  depuis  l'unité,  ou  de 
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la  prime  quantité  en  ascendant,  comme    i,    -'    ®,  etc., 

ainsi  il  y  a  semblable  infini  moindre  progrès  de  la  prime 
([iiantité  en   descendant,  qui   se  pourroit  signifier   par 

111..  .  .  , 

-j  ■£»  -7  en  circles,  et  si  pourroit  on  par  les  mesmes  pro- 
céder comme  par  dénominateurs  entiers. 

Or  si  l'usage  de  telles  quanti  lez  pouvoit  avancer  en  la 
reigle  de  trois  algebraique  (vulgairement  dicte  équation) 
à  sçavoirque  par  ieelles  un  sceust  venir  au  dessus  des 
quantitez  ©  ®  ©  ©  ®  de  lois  de  Ferrare  (*)  (ce 
qu'avons  tenté,  mais  combien  qu'ainsi  je  pou  vois  extraire 
racines  de  toutes  quantitez,  toutefois  n'y  avons  peu  ave- 
nir, comme  à  son  lieu  en  dirons  plus  amplement)  certes 
leur  usage  seroit  par  raison  à  concéder  (**).  Mais  n'es- 
tant cela  pour  l'heure  pas  ainsi,  userons  seulement  les 
vulgaires  entières,  d'autant  plus  (pie  toutes  computations 
se  peuvent  achever  sans  ieelles.  Car  à  la  fin  autant  fai- 
sons par  racine  de  4  l©5  comme  par  2  mis  devant  —  en 

circle.  Tellement  que  parce  discours  avons  voulu  mani- 
fester ce  qui  consiste  potentiellement  en  la  matière,  à  fin 
que  par  ainsi  rendissions  le  subjecl  plus  notoire.  Jl  pour- 
roit aussi  avenir  que  cestc  souvenance  causcroit  à  un 
autre  quelque  avancement 

On  voit  que  Stevin  concevait  très-nettement  les  expo- 
sants des  puissances  comme  formant  deux  suites  infinies, 
parlant  de  l'unité  et  comprenant  tous  les  nombres,  en- 
tiers, fractionnaires,  incommensurables  (nombres  radi- 


(*)  C'est-à-dire  aller  au  delà  de  la  résolution  des  équations  du  qua- 
trième  degré  donnée  par  Louis  Ferrari. 

■  '  |  La  notation  de  Stevin  a  été  adoptée  par  son  disciple  Albert  Girard 
Voyez  l'article  déjà  cité  de  M    Tcrquera,  |>.  107. 
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eaux  quelconques).  C'est  là  une  idée  bien  remarquable, 
et  qui  doit  faire  considérer  le  géomètre  de  Bruges  comme 
un  des  principaux  promoteurs  de  l'algèbre  (*). 


NOTE 

Historique  supplémentaire  sur  le  calcul  de  n 

(yoir  t.  XIV,  p.  2i0). 


Ouvrages  où  l'on  trouve  ces  calculs. 

—  250.   Archimède.  —  De  dimensione  circuli. 

1464.   Regiomontanus.  —  De  quad ratura  circuit  ad- 
versus  Nie.  de  Cusa  (calculé  avec  3  décimales). 

1580.    Rheticus.  —  Canon  doctrines  triait gulorum. 

1597.   Adrien  Metius. —  Monnaie  geometriœ  prac- 

licœ.  Lug.-Balav. 

1579.  Viete.  —  Canon  malhematicus.  Parisiis. 

1597.   Adrian  Romanus.  —  In  jlrchimedis  circul.  di- 
mens.  Wurceburgi  (112  pages). 

1615.  Ludovic  van  Ceulen.  —  De  circulo  et  adscrip- 
tis.  Edit.  Snellio.  Ludg.-Batav. 

7621.  Will.  Snellius.  —  Cyclotnctricus  de  cire,  di- 
mensîone (calculé  avec  34  décimales). 

1717.  Abr.  Sharp. —  Philomath,  geometn  itu/noved. 
Loudon . 


(*)  Klujel  ,  Maihemalîsche  II "01 Herbuch  ,  art  Atgebra,  attribue  même 
ir-,  exposants  négatifs  à  Stcvin  C'esl  probablemcnl  une  faute  d'impression, 
puisqu'à  l'article  Votent  on  ne  parle  que  des  expo  in1     fractionnaires 
■  ommo  dm  à  1  el  auteui 
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1706.   Machin.  —  Jones' s  synopsis  Palmariorum  ma- 
theseos,  or  a  new  introduction  to  the  mathematics .  Lon- 
don,  in-8. 

4719.  De  Lagny.  —  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  p.  1 55. 

1790.  De  Vega.  —  JV.  Jet.  Peters.,  t.  IX,  Hist., 
p.  4i. 

1842.  Rutherford.  —  Pliil.  Trans.,  1841,  P.  2, 
p.  283. 

Anonyme.  Manuscrit  de  la  bibliothèque  Rad- 

clijje  à  Oxford. 

1844.   Dahse.  —  Journal  de  Crelle,  t.  XXVII,  p.  198 

ClAusen.  —  A  s  trou.  Nachr.,  n°  184. 

1853.  Shanks.  —  Proceedings,  R.  Society,  jan.  20, 
p.  a73. 

1853.  Richter.  —  Gruneit  Archiv.,  t.  XXI,  p.  119. 

1854.  Richter.  —  Grunert  Archiv.,  t.  XXII,  p.  4j37 
et  l.  XXIII,  p.  476. 

1853.  Rutherford.  —  Proceedings,  R.  Society,  jan. 
20.  p.  2^3. 

1855.  R.ICHTER.  —  Grunert.  Archiv.,  t.  XXV,  p.  472. 

1853.  Shanks.  —  Proceedings,  R.  Society,  jan.  20, 
p.  273. 

(Extrait  de  l'ouvrage  :  Tables  d'intégrales ,  par  Pue- 
rons de  Hann.  ) 

Abr.  Sharp,  né  en  i65i,  à  Little-Horton  (  Voikshire), 
près  Bradford,  dune  famille  considérée  ,  fut  placé  comme 
apprenti  chez  un  marchand  de  Manchester,  mais  il  ahan- 
donna  hientot  le  commerce  pour  se  livrer  aux  sciences 
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exactes,  et  établit  une  école  à  Liverpool.  Il  entra  ensuite 
comme  teneur  de  livres  chez  un  négociant  uniquement 
pour  être  près  de  Flamsteed  qui  demeurait  alors  chez,  ce 
négociant;  de  là  une  liaison  qui  ne  finit  qu'avec  la  mort 
du  célèbre  astronome.  Nommé  en  1688  assistent  à  l'ob- 
servatoire de  Greenwich,  il  se  livra  à  des  travaux  qui 
minèrent  sa  santé  et  l'obligèrent  à  retourner  à  Horton 
au  loyer  natal.  11  y  érigea  un  observatoire  et  le  munit 
de  nombreux  instruments,  œuvres  de  ses  mains.  En  1718. 
il  publia,  format  in-4,  sous  le  nom  de  A.  S.  (lettres  ini- 
tiales) :  Pliilomath.  geometry  improved  i°  by  a  large 
and  accurate  table  of  segments  of  circles ;  2°  a  concis 
treatise  of  Polyedra. 

Les  logarithmes  de  1  à  100,  ensuite  les  nombres  pre- 
miers de  101  à  1100  et  les  vingt  nombres  compris  entre 
99999°  ct  1000010  y  sont  calculés  avec  61  décimales. 
Les  planches,  très-belles  ,  ont  élé  dessinées  <i  gravées  par 
lui-même.  On  conserve  aux  archives  de  la  Société  Royale 
ses  tables  de  sinus,  tangentes  <m  sécantes,  calculées  pour 
chaque  seconde  de  la  première  minute,  ct  aussi  remarqua- 
bles par  leurs  qualités  calligraphiques. 

Le  polyèdres  réguliers  et  semi-réguliers  sont  traites 
avec  beaucoup  de  développements,  encore  intéressants  de 
nos  jours. 

C'est  en  1699  cpi  il  calcula  -,  comme  objet  d  amuse- 
ment, avec  72  décimales. 

Cette  extrême  faculté  calculatrice  le  mit  en  correspon- 
dance avec  Flamsteed,  Newton.  Halley,  Wallis,  II01I-- 
son,  Sherwin  et  autres  savants  du  temps.  Ces  lettres,  que 
la  famille  possède  encore,  sont  d'autant  plus  intéressantes, 
que  Sharp  écrivait  en  marge  le  contenu  de  ses  n  ponses. 

Il  menait  une  vie  fort  singulière ,  très-retirée,  presque 
solitaire  el  ne  s'est  pas  marié.  Dans  sa  maison  cinq  cham- 
bres étaient  destinées  à  ses  occupations  scientifiques,  ci 
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il  n'était  permis  même  à  aucun  de  ses  parents  d'y  met- 
tre le  pied 5  en  fait  d'étrangers,  un  certain  mathémati- 
cien et  un  certain  pharmacien  de  l'endroit  étaient  seuls 
admis.  Quand  il  voulait  les  voir,  frottant  avec  une 
pierre  un  certain  endroit  de  la  façade  de  sa  maison 
c'était  le  signal.  Chaque  dimanche,  il  allait  régulière- 
ment à  la  chapelle  des  Dissenters  à  Bradford  et  tenant 
une  main  remplie  de  demi-pences  derrière  le  dos,  les 
pauvres,  sans  demander,  sans  être  vus,  venaient  y  pui- 
ser. Il  observait  peu  d'ordre  dans  ses  repas.  Dans  sa  cham- 
bre de  travail,  on  avait  pratiqué  une  petite  ouverture 
nunie  d'une  tablette  mobile ,  sur  laquelle  le  domestique 
plaçait  son  dîner,  toujours  sans  parler,  et  souvent  le  soir, 
le  domestique  remportait  le  diner  sans  que  Sharp  y  eût 
touché,  ne  voulant  pas  interrompre  un  travail  commencé. 
Malgré  ce  régime  et  avec  une  santé  débile,  il  atteignit 
l'âge  de  91  ans  et  mourut  le  18  juillet  1742.  Il  est  le 
grand-oncle  du  célèbre  artiste  Ramsden. 

Nouvel  argument  en  faveur  de  la  théorie  macrobiotique 
de  Cornaro  et  de  M.  Flourens.  Le  travail  intellectuel, 
loin  de  nuire,  contribue  à  la  longévité;  mais  avec  la  con- 
dition indispensable  de  la  sobriété  en  toutes  choses.  Si- 
non ,  non.  On  allonge  aussi  la  vie ,  en  adoptant  la  maxime 
de  Leibnitz  : 

Pars  vitre,  quoties  hora  perditur,  périt. 


LETTRE  AliTOuTUIMlE  DE  LEGENDRE 


M.  Asher,  libraire  à  Berlin,  possède  des  autographes 
de  tous  les  géomètres  qui  ont  été  en  relation  avec  d'elle, 
rédacteur  de  l'immortel  journal ,  c'est-à-dire  des  Dii  ma- 
jores de  notre  époque.  La  lettre  suivante,  signée  de  notre 
Bulletin  mathématique,  \    V.  (Juillet  iSStj.) 
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illustre  analyste,  montre  que  le  feu  sacré  resta  chez  lut 
allumé  même  sous  les  glaces  de  l'âge. 

«  Je  vais  dans  quelques  jours  entrer  dans  ma  quatre- 
vingtième  année-,  j'ai  déjà  vécu  près  de  deux  ans  de 
plus  que  M.  de  Lagrange  qui  n'a  vécu  que  soixante- 
dix-sept  ans  et  soixante-dix-sept  jours,  et  d'un  an  de 
plus  que  M.  de  Laplace  qui  a  vécu  soixante-dix-huit  ans 
moins  dix-huit  jours:  je  dois  donc  compter  un  a  un  les 
jours  qu'il  plaira  à  Dieu  de  m'accorder,  et  je  n'ai  pas  un 
moment  à  perdre  pour  achever  la  tâche  que  j'ai  entre- 
prise dans  la  vue  de  compléter  par  un  dernier  effort  mes 
travaux  sur  les  fonctions  elliptiques  et  sur  les  transcen- 
dantes analogues —  C'est  en  effet  la  gloire  de  M.  Abel 
que  je  mettrai  dans  tout  son  jour,  en  faisant  voir  que  son 
théorème  généralise  à  l'infini  tous  ceux  que  l'immortel 
Euler  avait  découverts  sur  les  fonctions  elliptiques.  Une 
nouvelle  branche  d'analyse,  bien  plus  vaste  que  celle  des 
fonctions  elliptiques,  est  ouverte  par  ce  théorème  admi- 
rai île.  » 
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Lorsqu'un  esprit  de  haut  bord  a  une  lin  prématurée 
informez-vous  du vitœ curriculum ,  ci  très-souvent  vous 
aurez  le  moi  de  t'énigme.  Adam  a  été   puni   pour  avoii 

voulu  Cumuler  les  délices  d'Eden  cl  ceux  de  la  science,   il 

faul  opter,  
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JOCRJVAL    FUR    DIE    REINE    CND     ANGEWAKDTE     MATHEMAï'IK 
(TOir  p.  17). 
(T.  I.VI,  V  cahier,  pages  191  a  283 


Analyse  algébrique. 

Oxto  Hesse  (*)  (p.  263  à  369).   Sur  les  théorèmes  des 
fonctions  homogènes  entières. 

Théorème.  Si  le  déterminant  (Hessien)  d'une  Jonc- 
tion homogène  entière  de  n  variables  xt ,  x4,  .  .  . ,  x„ ,  s'é- 
vanouit identiquement,  alors,  en  remplaçant  les  x  par 
des  fonctions  linéaires  en  y,  de  la  forme 

Xy.^=a\yx-\-a\y.l-^a\yl->r  .  .  .  a*yn  , 

en  peut  trouver  pour  les  constantes  a  des  valeurs  telles, 
qu'une  des  n  variables  y  disparaisse  -}  les  x  sont  des  in- 
dices. 

Ce  théorème,  déjà  communiqué  par  l'auteur,  t.  XL1I, 
p.  119  (Crelle),  i85j,  est  démontré  ici  d'une  manière  plus 
rigoureuse. 

Soit  u  la  fonction,  on  a  pour  déterminant  (Hessien) 


«M 


•  ««n 


Prononcez  la  vx>yell<  linal<       mai    comme  c  dans  ornementation 
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uyj  est  la  dérivée  successive  de  u  par  rapport  à  x    et  .r;  ; 
et  on  suppose  A  =  o  identiquement.  Soit  uy  y  un  des  termes 
de  ce  déterminant,  on  a  encore  ce  théorème  : 

Si,   outre  l'équation   identique  A  =  o,   on  a  encore 

- —  =  o  identiquement ,  v.  et  X  ayant  une  valeur  déter- 
minée, tous  les  autres  coefficients  différentiels  de  A  par 
rapport  à  un  de  ses  termes  sont  identiquement  nuls. 

Autre  théorème  : 

Si 'A  =  o  identiquement ,  on  peut  toujours  déterminer 
n  constantes  a  telles,  que  l'on  ait 

«,  u,  -f-  a.  u2 -+-...  -4-  a„  u„  =  o. 

Toutes  ces  démonstrations  sont  déduites  de  ces  identités 


A  =  A     «     H-  A     m     -f- .  . 

X,       X,                 X,       X, 

•  +  **  «a  . 

0  =  A     «•    -+-  A     n     -+-. 

•H-  \",,m 

dA 

X  0 

Arithmotoqit  . 

E.-E.    Kummer   (p.    270   à   279).    *SW  /<?5  propositions 
complémentaires  aux  lois  générales  de  réciprocité. 

C  est  la  suite  d'un  Mémoire  inséré  t.  XLIY.  p.  y3.  Ou 
en  rendra  compte  simultanément. 

Géométfie. 

F.   Joachihsthal ,  ;i  lireslau  (p.    280   à   284).    Sur  un 

théorème  de  la  Géométrie  analytique  élémentaire. 

I.  Théorème  I.    u.   \    sont  les  deux  distances  d'un 
point  O  a  deux  droites  M  <  i  \  .  J  \n  .  r)  =  o  l'équation 
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<L'une  ligne ,  si  l'on  porte  respectivement  sur  u  et  sur  \ 
îles  longueurs  {ayant  égard  aux  signes)  proportionnelles 

—  et  —,  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 

ces  côtés  est  la  normale  en  O  de  la  courbe  f{u9  v)  =  o. 

Théorème  II.  u,  v  les  deux  distances  respectives  du 
point  O  à  deux  points  fixes  m  et  115  et  f[u,  v)  =  o 
équation  d'une  ligne  $  même  construction  et  même  con- 
clusion. 

Théorème  III.  u  distance  du  point  O  au  point  m  ; 
v  distance  du  point  O  à  la  droite  M  ;  J  (u,  v)  =  o  équa- 
tion d'une  ligne  j  même  construction  et  même  conclusion . 

La  démonstration  repose  intuitivement  sur  des  prin- 
cipes de  statique  et  aussi  sur  le  calcul,  en  passant  de 
chacun  des  trois  systèmes  de  coordonnées  à  un  système 
de  coordonnées  rectangulaires.  Dans  chacun  l'équation  de 
la  normale  est 

X-.r  Y-y 


df  du       d/'do         df  du        df  dv 
du  d.r    '    du  dx        du  dy        dv  dy 


mais  aussi  dans  chacun  des  trois  systèmes 

du  du 

—  =  —  cos(«,.r),      _  =  _cos(«,j); 

df  ,        s        dv 

s  =  co8(p,*),      -  =  cosKr); 

donc  l'équation  de  la  normale  devient 

X— x  Y— y 


-t-cos(  «,  x )  -+-  —-cos(^,  x)       — cos  lu,  y)  +  —  cos <  . 
du  dp  du  'ii- 

et'  qui  fournil  1  énoncé  du  théorème. 


i  ;>4  ) 

La  généralisation  du  théorème  dépend  de  l'intégration 
de  l'équation 

/ du \ 2        / du \ - 

2.  Soient  donnés  dans  le  même  plan  une  courbe  el 
quatre  points  fixes  A,  B,  a,  b  ;  O  étant  un  point  de  la 
courbe,  construisons  un  triangle  oab,  tel  qu'on  ait 

ort  =  OA,      ob  =  OR; 

les  points  o  seront  sur  une  seconde  courbe;  menons  par  0 
une  normale  NON  à  la  première  courbe,  et  par  o  une 
normale  on  à  la  seconde  courbe;  on  aura 

sinAON sin  aon 

sin  BON       sin  bon  ' 

car  l'équation  de  la  normale  est  indépendante  des  deux 
points  fixes  (§  1);  même  conclusion  lorsqu'on  prend 
deux  droites  fixes  ou  bien  un  point  el  une  droite  fixe. 

3.  L'é<| nation 

/(«,  p)  =  o 

représente  trois  courbes  différentes  dans  les  trois  systèmes 
des  coordonnées;  si  O  est  un  point  commun  à  deux  de 
ces  systèmes,  et  si  ces  coordonnées  w,  v  sont  identiques 
dans  les  deux  systèmes,  les  deux  courbes  auront  an  point  O 
mêmes  normales,  et  par  conséquent  mêmes  tangentes. 
Voici  quelques  applications  de  ce  théorème. 

i.   Soient  A  .M  ,  AN  deux  droites  fixes;  Om  («),  On  (e) 
deux  perpendiculaires  abaissées  du  point  O  sur  les  droites 
\  \l ,  AN  ;  si  l'on  a  l'équation 


alors  : 

i".   Dans  le  premier  système  des  coordonnées,  ce  tir 
équal  ion  v  •'.  celle  >\<-  la  droilc  '  ■  \ 
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u".  Dans  le  troisième  système,  m  élanl  un  |><iini  lixc, 
cette  équation  est  celle  d'une  conique  ayant  ///pour  foyer 
et  AN  pour  directrice;  la  droite  OA  est  alors  tangente 
à  la  conique;  par  conséquent,  les  tangentes  menées  par 
les  extrémités  d'une  droite  focale  rencontrent  les  direc- 
trices au  môme  point  A  ,  et  la  droite  qui  joint  ce  point  A 
au  foyer  est  perpendiculaire  sur  la  corde  focale. 

3°.  Dans  le  second  système  (th.  II),  ///  et  n étant  des 
points  fixes,  l'équation 

il  —  y.  V  =  O 

est  celle  d'un  cercle  passant  par  O  et  par  les  points  où  les 
bissectrices  de  l'angle  mOn  et  de  son  supplément  ren- 
contrent la  droite  mn  ;  et  OA  est  une  tangente  au  cercle. 

o.   Si  dans  les  figures  précédentes  on  a 

0 m  .On  =  p  , 

alors,  dans  le  premier  système,  cette  équation  est  celle 
d'une  hyperbole  ayant  OM,  ON  pour  asymptotes.  Dans 
ie  deuxième  système ,  ///  et  n  étant  des  points  fixes,  cette 
équation  est  celle  d'une  lemniscale  touchant  l'hyperbole 
en  O.  Or  O  est  le  milieu  de  la  partie  de  la  tangente  à 
l'hyperbole  interceptée  entre  les  deux  asymptotes  M  et  N  ; 
donc  la  même  propriété  a  lieu  pour  la  lemniscate.  De 
semblables  constructions  et  théorèmes  ont  lieu  pour 
toutes  lâs  courbes  qui  sont  représentées  dans  les  trois 
systèmes  par  l'équation 

[a  —  a)  (m  —  fi )  =r  c. 

6.  Soient  A  le  centre  d'une  conique;  M  et  \  dvux  dia- 
mètres conjugués  i  \a  et  o.  y/ ,6.  L'équation 

(à)  "  -+-  -  =  sraa(M,  N) 
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représente  l'équation  de  cette  conique  dans  le  premier 
ssstème;  si  m  et  n  sont  considérés  comme  points  fixes, 
la  même  équation  représente,  dans  le  deuxième  système, 
un  cercle  qui  a  pour  centre  le  centre  de  gravité  de  deux 
poids  proportionnels  a  et  (3  placés  respectivement  en  tu 
et  en  n  \  mais ,  la  conique  et  le  cercle  se  touchant  en  O , 
on  a  donc  ce  théorème  : 

Si  du  point  O  d'une  conique  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires Qm,  On  sur  deux  diamètres  conjugués  2  y/a  . 
2  y/jS ,  la  normale  en  O  rencontre  la  droite  mn  en  un 
point  (pii  est  le  centre  de  gravité  de  deux  poids  a  et  fi 
placés  en  m  et  n . 

Dans  le  cercle,  cette  normale  passe  par  le  milieu  de 
mn,  et  dans  l'hyperbole  équilatère  la  normale  est  paral- 
lèle a  mn. 

Un  théorème  analogue  a  lieu  pour  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  ;  alors  il  faut  placer  aux  pieds  des  perpendicu- 
laires comme  poids  proportionnels  les  carrés  des  aires 
des  parallélogrammes  formés  par  les  deux  diamètres  <<>n- 
jugués  qui  sont  dans  le  plan  sur  lequel  on  a  abaissé  les 
perpendiculaires. 

O.  Hermès  (p.  204  à  217).  Extension  des  propriétés 
du  quadrilatère  plan  aux  tétraèdres,  pentaèdres  cl 
hexaèdres. 

Démontré  à  l'aide  des  coordonnées  Irilitères  ci  quadri- 
litères. 

On  donnera  ces  propriétés  dans  le  journal. 

O.  Hermès*  (p.   218  à  246).    Sur  des  tétraèdres 
homologues. 

Extension  du  théorème  Poncelel  ;  sera  d<>itn<;  dans  le 

loin  nal. 
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Calcul  in  fin  ilésimal. 

Lipschitz  (R.),  de  Bonn  (p.  189  à  196).   Sur  l'intégrale 

de  V équation  différentielle 1 (-  I  ^=  o. 

M  dx1        x  dx 

On  rencontre  cette  équation  dans  le  mouvement  de  la 
chaleur  dans  un  cylindre  infini.  Elle  a  été  étudiée  par 
Fourier,  Théorie  analytique  de  la  Chaleur,  ch.  VI, 
p.  369-, 

Poisson,  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  cah.  XIX, 
p.  349. 

Bessel,  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,  i8^5. 
(Recherche  sur  la  partie  des  perturbations  planétaires 
dépendant  des  mouvements  du  Soleil.  ) 

On  possède  une  intégrale  particulière ,  représentée  par 
la  série  infinie  convergente 


/        X1        \l 


X 
1.2     '      \2.4 

et  encore  par  l'intégrale  définie 

1  rn 

l[x)  =  —    I       cos  ( x  cos  <p)  dis>. 

w  Jo 

Poisson  démontre  que  pour  des  valeurs  croissantes  de  x 
la  fonction I  (x)  s'approche  de  plus  en  plus  de 


n  yjx 

et  donne  pour  des  valeurs   très-grandes  de  x  une  série 
semi-con  vergen  te . 

Le  but  du  Mémoire  de  M.  Lipschitz  est  de  montrer  de 
nouvelles  relations  entre  la  fonction  I  [x)  et  les  fonctions 
trigonométriques  ,  et  de  donner  une  nouvelle  série  semi- 
convergente. 

Bulletin  mathématique,  t.  V.  (  Août  iS5g.)  o 
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Ainsi  il  trouve 


équation  analogue  à  celle-ci  : 


X 


.  £>  -h  ai 

ax  -\-  i  sin  ax  1  dx  =  7 » 


et 


/ 


r(«}ri(m~i)r(i»,)  f 

x"-'  I(ax)ax  =  5 Lsmmv:  —  , 


analogue  à  celle-ci  : 

jf—{  (cos  ax  -4-  1  sin  ax)  ax  =■  — i — -    cos  —  -+-  1  sin . 

ou 

Les  séries  semi-convergentes  se  déduisent  de  ces  théo- 
rèmes, et  l'auteur  fait  usage  de  la  construction  géomé- 
trique des  quantités  complexes  x  -+-  ij. 

O.  Rôthig  (p.  1 97  a  2o3) .  Sur  quelques  espèces  cT  intégrales 
elliptiques. 
1.  Soit 

/(x)rfx 


(0 


r— 

J     (a.  +  a, 


x  -+-  «,f  -+-  a.  x3)» 


f  (t)  fonction  rationnelle. 

Au  cas  où  m  =  i  oum  =  2,  Legendre  a  examiné  quel- 
ques cas  particuliers  [Fonctions  elliptiques,  cli.  X\\  11 , 
XXVIII  et  XXXII);  de  même  MM.  Mindig  et  Richelol 
(Journal  de  Crelle,  t.  IX,  p.    295   à  4°7)ï   M-  Rothig 
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par  diverses  transformations  ramène  pour  m  quelconque 
l'intégrale  à  la  fonction  elliptique 


c 


2.  Soit 


^2  +  E^3i        ,— ± 


(2)         r flfis -, 

J    (rt0-hrt,.r  4-  a,x'-\-azx*)* 

f{x)  fonction  rationnelle. 

Legendre  discute  quelques  cas  spéciaux  lorsque  m  =  i 
et  ni  =  5  [Fonctions  elliptiques,  eh.  XXXII);  M.  Rothig 
ramène  l'intégrale  pour  le  cas  général  à  la  fonction  ellip- 
tique 

fi»)  do 


f 


et  aussi  dans  les  deux  cas  lorsque  a3  =  o. 


SIR  LE  THÉORÈME  DE  TINSEAl; 
Par  M.  PROUHET. 


Ce  théorème  consiste  en  ce  que  le  carré  d'une  aire 
plane  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  projection* 
sur  trois  plans  rectangulaires  coordonnés.  On  le  trouve 
pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  de  Paris  en  1774  et  imprimé  en 
1780  dans  le  tome  IX  des  Sa  vaut s  étrangers,  Mémoire 
dont  l'auteur  est  Tinseau,  correspondant  de  l'Académie, 
officier  au  corps  royal  du  génie. 
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On  déduit  du  théorème  de  Tinseuu  que  le  carré  de  la 
face  hypoténuse  d'un  tétraèdre  tri  rectangle  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  trois  autres  faces.  Ce  corollaire  est 
démontré  directement  dans  les  Mémoires  de  1783,  par 
de  Gua,  qui  assure  avoir  communiqué  cette  proposition 
à  l'Académie  plus  de  vingt  ans  avant  la  présentation  du 
théorème  de  Tinseau.  Rien  ne  porte  à  soupçonner  la 
bonne  foi  de  de  Gua,  mais  on  doit  remarquer  que  sa  ré- 
clamation porte  sur  le  corollaire  et  non  sur  le  théorème 
principal  auquel  il  ne  paraît  pas  avoir  songé  :  ensuite, 
que  les  séances  de  l'Académie  n'étant  pas  publiques  à 
cette  époque,  l'honneur  de  la  découverte  doit  demeurer 
tout  entier  à  Tinseau,  qui  ne  pouvait  pas  avoir  connais- 
sance du  travail  de  de  Gua. 

Un  fait  curieux  et  qui  mérite  d'être  signalé,  c'est  que 
Descartes  connaissait  le  théorème  cité  plus  haut  et  relatif 
au  tétraèdre  trirectangle.  L'illustre  philosophe  avait  ren- 
contré ce  théorème  et  plusieurs  autres,  en  composant  une 
sorte  de  tétraédrométrie  dont  quelques  fragments,  restés 
inédits  jusqu'à  ce  jour,  viennent  d'être  publiés  par  M.Fou- 
cher  de  Careil.  Voir  les  Œuvres  médites  de  Descartes, 
Paris,  1859,  in-8.  ouvrage  intéressant  et  sur  lequel  nous 
reviendrons. 

Note  du  Rédacteur.  Tinseau  de  Gennes  (  Charles- 
Marie -Thérèse),  sorti  de  l'école  de  Mézières  en  1771,  s'esl 
retiré  du  service  en  ijy»  ;  il  était  de  Besançon.  Son  (ils. 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  a  servi  aussi  dans  le  gé 
nie.  Retiré  en  i8i5  pour  opinion  politique.  (/  <>//•  l'ar- 
ticle du  père  dans  la  Biographie  Mi  chaud.  )  l  ne  branche 
<!<■  cette  famille  habile  Met/.. 

Gudermann  a  étendu  le  théorème  pythagoricien  au 
triangle   sphérique  [Nouvelles   /innates,   1.  \(.  |>.  .j"<). 

'■■')• 
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NOTE 

Sur  plusieurs  éciïls  relatifs  au  comte  Jacques  Riccati; 

Pae  i.e  Prince  Bald.   BONCOMPAGNI. 


Dans  le  volume  intitulé  :  Memorie  per  servire  ail 
istoria  letteraria ,  tomo  III ,  parte  V,  per  il  mese  di 
maggio  1754.  In  Venezia,  appresso  Pietro  Valvasense , 
MDCCLIV.  Con  licenza  de*  superiori e  privilegio.  P.  33 
36,  art.  xx,  on  lit  une  lettre  en  date  de  Trivigi ,  1 1  mag- 
gio 1754,  dans  laquelle  on  trouve  :  i°  (p.  33 -4 1)  des 
renseignements  sur  la  vie  du  comte  Jacopo  Riccati  ; 
20  (p.  4 1_ 43 )  un  catalogue  des  ouvrages  manuscrits  du 
comte  Jacopo  Riccati;  3°  (p.  43  et  44)  un  catalogue  de 
ses  ouvrages  latins;  4°  (p-  44-4^)  un  catalogue  de  ses 
ouvrages  en  langue  italienne  imprimés. 

Ce  volume  fait  partie  d'un  recueil  intitulé  :  Memorie 
per  servire  alV  istoria  letteraria.  In  Venezia 1,  appresso 
Pietro  Valvasense.  MDCCLIÏÏ-MDCCLVIH.  Ce  recueil 
e>t  composé  de  12  tomes  in-8°,  dont  les  huit  premiers 
sont  divisés  chacun  en  six  parties. 

Dans  le  volume  intitulé  :  Storia  letteraria  d'Italia  sotto 
la  protezione  del  serenîssimo  Francesco  111 ,  duca  di 
Modçna,  ec.  ec\,  volume  IX.  Dal  Geiuiajo  MDCCLM. 
a  tullo  jiugno  delV  anno  medesimo.  In  Modena  . 
VIDCCLYI.  j4  spese  Remondini.  Con  licenza  de'  supe- 
riori e  privilegio.  P.  5i3,  lig.  10;  p.  5i8.  lig.  4°  • 
libro  III,  capo  V,  §  VI-1X.  on  trouve  un  éloge  du  comte 
Jacopo  Riccati. 

Dans  le  même  volume  (p.  .uy.  liy.  15  p.  ~->ïô  ,  lig.  8) 
on  trouve  un  catalogue  des  ouvrages  inédits  et  imprimés 
du  comte  Jacopo  Riccati. 
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Ce  volume  est  le  neuvième  volume  d'un  ouvrage  ano- 
nyme du  Père  François-Antoine  Zaccaria  ,  de  la  Compa- 
gnie de  Jésus,  intitulé  :  Storia  lettevaria  d'Italia.  In 
Venezia.  —  In  Modena  MDCCL-MDCCLM.  Fn  9  vo- 
lumes in-8°. 

Dans  le  volume  intitulé  :  Nuovo  Dizionario  lstorico, 
ovvero  Storia  in  compendio  di  tutti  gli  uomini  che  si  sono 
resi  illnstri,  ec. ,  dal  pri/icipio  del  mondo  fino  ai  nostri 
giorui,  con  tavole  cronologiche ,•  composto  da  una  So- 
cwlà  di  letterati  in  Francia,  accresciuto  in  occasione  di 
pià  edizioni da  altre  Società  letlerarie  in  Alemagna,  ne' 
Pacsi-Bassi,  c  Italia.  Sulla  settima  edizione  francesc 
del  1789,  tradotto  in  italiano.  Tomo  XVII.  Bassano , 
MDCCXCV  I.  A  spese  Bemondini  di  Venezia.  Con  li- 
cenza  de'  superiori  e  privilegio.  P.  14,  col.  1,  lig.  i4i 
p.  i5,  col.  1,  lig.  265  on  trouve  un  article  sur  le  comte 
Jacopo  Riccati,  qui  commence  :  «  I.  RICCATI  (conte  Ja- 
copo),  »  et  finit  :  «  [ved.  Rampikelli  P.  D.  Bamiro).  » 

Ce  volume  est  le  XVIIe  d'une  édition  en  22  volumes 
in-8°,  intitulée  :  Nuovo  Dizionario  lstorico,  ovvero  Sto- 
ria in  compendio  di  tutti  gli  uomini  clic  si  sono  resi 
illustri,  ec. ,  dal  prtncipio  del  mondo  jino  ai  nostri 
giorni,  con  tavole  cronologiche^  composto  da  una  So- 
cietà di  letterati  in  Francia,  accresciuto  in  occasione  <it 
j>iu  edizioni  di  altre  Socie/à  le/lera/ic  in  Aie  niag/ia . 
ne  Paesi-Bassi ,  e  in  Italia.  Sulla  settima  edizione 
Jrancese  del  1789,  tradotto  in  italiano.  Bassano , 
MUCCXOI.  A  spese  Bemondini  di  t  enezia.  L'on  //- 
cenza  de  superiori  e  privilegio. 

Dans  le  volume  intitule  :  Ida-  llalorum  doctrina 
exccllentium  qui  sœculis  xvn  et  wni  floruerunt,  /  o- 
lumen  XV  F  auctore  Aneelo  Fabronio,  Academiœ 
Pisanœ  curatore.  Pisis  MDCXC\  .  Apud  Alexandrum 
Landi,  superioribus  annuenlibus.  V.  336-30,2,  on  trouve 
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un  article  intitulé  :  «  DE  TRIBUS  RICCATIS  (Jacobo 
»  Pâtre,  \  incentio  et  JordakoFiliis).  »  Dans  les  p.  33o, 
lig.  4  7  — 335  ,  lig.  3  ,  de  ce  volume,  on  trouve  la  vie  du 
comte  Jaeopo  Riccati. 

Ce  volume  est  le  XVIe  d'un  recueil  en  20  volumes  in-8°, 
intitulé  :  Vitœ  Italorum  doctrina  excellentium  qui  sœ- 
culis  xvii  et  xviii  floruerunt.  Auctore  Angelo  Fabronio, 
Academiœ  Pisanœ  curatore.  Pisis  MDCCLXXYIII , 
Lucœ  MDCCCX. 

Dans  le  volume  intitulé  :  Storia  délia  Letleratura 
italiana  nel  secolo  xvm,  scrilfa  da  Antonio  Lom- 
bard/, primo  bd)liotecario  di  sua  Altezza  Reale  il  sis. 
IXiica  di  Modena,  socio  e  seerctario  délia  Società  ita- 
liana délie  Scienze.  Tomo  L,  Modena,  presso  la  ti- 
pografia  camerale ,  MDCCCXXVII.  P.  366,  lig.  29, 
p.  368,  lig.  ia;  libro  II,  capo  II,  §  LU),  on  trouve 
des  renseignements  sur  la  vie  et  les  écrits  du  comte  Jaeopo 
Riccati. 

Ce  volume  est  le  Ier  d'une  édition  intitulée  :  Storia 
délia  Letteratura  italiana  nel  secolo  XVII 1 ,  scritta  da 
Antonio  Lombardi ,  primo  biblioteeario  di  sua  Altezza 
Reale  il  sig.  Duca  di  Modena ,  socio  e  segrefario  délia 
Società  italiana  délie  Scienze.  Modena,  presso  la  tipo- 
grafia  camerale ,  MDCCCXXVI-MDCCCXXX.  Quatre 
volumes  in-8°. 

Ces  mêmes  renseignements  se  trouvent  dans  le  vo- 
lume intitulé  :  Storia  délia  Letteratura  italiana  nel 
secolo  XV11I ,  scritta  da  Antonio  Lombardi ,  primo  bi- 
blioteeario di  S.  A.  R.  il  Duca  di  Modena,  socio  e 
segretario  délia  Società  italiana  délie  Scienze.  Tomo  II . 
In  Venezia,  co'  lipi  di  Francesco  Andreola.  i832. 

Ce  volume  est  le  second  de  l'édition  intitulée  :  Storia 
délia  Letteratura  italiana  nel  secolo  ÀV  ///,  scritta  da 
Antonio  Lombardi ,  primo  biblioteeario  di  S.  y/.  II.  il 
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Dura  (Il  Modena  .  socio  e  segretari'o  délia  Società  ita- 
liana  délie  Scienze.  In  J  enezia,  co'  dpi  di  Francesco 
Andveola.  i83?..  Six  tomes  in- 12. 

Dans  chacun  des  écrits  cités  ci-dessus,  on  lit  que  le 
comte  Jacopo  Riccati  est  né  à  \  enise  le  28  mai  1676.  et 
mort  à  Trévise  (  Trevigi)  le  i5  avril  de  Tannée  1784. 

Dans  le  volume  intitulé  :  Bibliographie  biographique 
universelle.  Dictionnaire  des  ouvrages  relatifs  à  l'his- 
toire de  la  vie  publique  et  privée  des  personnages  célè- 
bres de  tous  les  temps  et  de  toutes  les  nations .  depuis  le 
commencement  du  monde  jusqu  à  nos  jours.  Enrichi  du 
répertoire  des  bio-bibliographies  générales ,  nationales 
et  spéciales.  Par  Edouard-Marie  OEttinger.  Tome  II , 
1s — Z  (27391-45666).  Bruxelles.  J.-J.  Stienon  ,  impri- 
meur-éditeur, faubourg  de.  Louvain,  19. 1 854 (col.  1320). 

on  lit  : 

«  Puccati    il  conte  Jacopo) , 
»  naturaliste  italien  (  28  mai  1676-15  avril  1754)-" 

«  Marzari  (  Giovanni-Battista).  Elogio  del  conte  J.  Riccati. 

»   Trevis .  1 8 1 3  .  L\ .  « 

Je  n'ai  pas  \  u  cet  éloge  du  comte  Jacopo  Riccati. 

Note  du  Rédacteur.  Le  célèbre  bibliographe-géomètre 
a  publié,  en  1857  :  i°  le  Liber  abbaci  di  Leonardv 
Pisano,  in-4°  de  4^7  pages:  20  Scritti  inediti  del  P.  D. 
Pietro  Cossali,  in-4°  de  417  pages-  Nous  espérons  en- 
tretenir nos  lecteurs  de  ces  importantes  productions  de 
l'érudition  italienne,  et  je  saisis  avec  empressement  l\ 
sion  d'offrir  à  la  Providence  des  remerciments  d'avoir 
prolongé  assez  ma  carrière  pour  voir  poindre  le  jour  si 
longtemps  désiré ,  !<•  jour  d'affranchissement  de  la  | > . »  t  ■  î «  - 
de  Dante,   Galilée,    Volta ,    scientiarum   litterarumau 

HOTNIA    .MHTHP. 
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SIU  LE  SYSTEME  DES  COOKDOWÉES  TRILITÈRES 
ET  QIADRILITERES. 


1.  Les  fonctions  homogènes  jouissent  de  propriétés 
qui  faeilitent  les  calculs,  et  en  outre  sont  de  formation 
symétrique  et  mnémonique  \  le  système  de  coordonnées  à 
trois  et  quatre  lettres  a  l'avantage  de  rendre  les  fonc- 
tions homogènes  :  de  là  l'usage  qu'en  font  beaucoup  de 
géomètres,  surtout  hors  de  France,  usage  qui  deviendra 
général.  On  en  voit  une  belle  application  dans  le  Mémoire 
de  M.  Painvin  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

Coordonnées  irilitères. 

2.  Soit  un  triangle  plan  ABC  ;  désignons  par  t ,  // ,  v  les 
distances  respectives  d  un  point  situé  dans  le  plan  du  tri- 
angle, aux  côtés  BC,  CA,  AB.  Ce  point  est  déterminé  lors- 
qu'on donne  les  rapports  de  deux  de  ces  trois  quantités  à 

la  deuxième,  par  exemple  les  rapports  -■>  ->  et  l'on  dit  eu 

ce  sens  que  les  trois  coordonnées  du  point  son!  A,  u,  v. 

m  désignant  une  fonction  <  onnue ,  y  (t.  ri,  v)  =o  re- 
présente l'équation  d'une  ligne  plane,  et  la  fonction  doit 
être  homogène ,  puisqu'elle  établit  une  relation  entre  les 

t     u 
rapports  -  •>  -• 

Les  Anglais  nomment  le  triangle  des  trois  axes,  le 
triangle  de  référence,  parce  qu'on  y  rapporte  les  dis- 
tances des  points  du  plan. 

Équation  d'une  droite,   at  -h  bu  -h  cv  =  o  est  l'équa- 
tion d'une  droite;  a,  b,  c  sont  des  constant» 
Rullnin  mathématique,  i.  V.  (Septembre  is3ç.) 
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Deux  droites.    Le  système  de  deux  droites 
at  -f-  bu  -+-  c v  =  o, 

a,f+  & ,  u  -f-  (V  =^  O , 

représente  l'équation  d'un  point,  et  l'on  a 

t  =  ,  bct  ) ,      U  =r  ( Cd     ,      f  =  («A, ). 

3.    Trois  droites. 

(U  -\-  bu  -+-  cv  =.  o , 
a,  f  -f-  b,  u  -+-  c,  f  =  o , 
a  J  -\-  b  ■  u  -\-  c.  c  =  o  ; 

pour  que  ces  trois  droites  passent  par  le  même  point,  on 
doit  avoir  le  déterminant 

(flô,  Cj)  =  o. 

A.   Droites  passant  par  les  sommets  du  triangle  ABC. 

at  -h  cv  =  o,    équation  d1une  droite  passant  par  le  sommet    B  , 
/•«  +  o'  =o,  »  A , 

at  -+-  bu  ■=.  o  ,  »  C. 

5.    Trois  droites  passant  par  les  sommets  et  par  le 
même  point. 

at  -f-  cv       =  o,    droite  passant  par   B  , 
b,  u  -+-  e,  v  =  o,  »  \ 

a  t  +  bt2u  =  O,  »  C  ; 

lorsqu'on  a  la  relation 

tfe,  &.  +  </;,  <7;  =  o , 

les  trois  droites  passent  par  le  même  point; 

c      /• 
relation  •rmnciil.ui .-. 
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T».    Transversale.   Soit 

(7/  -+-  /,»«  -+-  ri'  =  u  , 

équation  d'une  transversale  5  on  a 

«     h     c 

7 =  », 

relation  segmentai re. 

7.  Relation  harmonique.   Les  quatre  droites 

r  =  o ,     a?  -4-  bu  =  o ,     «f  —  //«  =  o ,     «  =  o , 
forment  un  faisceau  harmonique  dont  le  sommet  est  C. 

8.  Pôle  d'une  droite  relativement  à  un  triangle. 
Soit,  comme  ci-dessus  ,  le  triangle  de  référence  ABC  5 

au  -+-  bt  -+-  cv  =  o  l'équation  d'une  transversale. 

t  :=  o  ,      at  -+■  bit  —  o  ,      at  —  bu  —  o  ,      u  =  o , 
forment  un  faisceau  harmonique  passant  par  C  ; 

t  =  o  ,       at  -+-  ce  =  O  ,       <7/  —  re  =  O  ,       c  =  o  , 

forment  un  faisceau  harmonique  passant  par  B; 

u  ■=  o ,       bu  4-  re  =  o  ,       /;/<  —  c e  =  o ,       e  ==  o, 

forment  un  faisceau  harmonique  passant  par  A. 
Les  trois  droites 

at  —  bu  =  o ,      (7/  —  cv  =■  o,       />«  —  w  =  0 

passent  par  le  même  point  P  (n°  5)  \  ce  point  P  est  dit  le 
pôle  de  la  transversale  relativement  au  triangle.  En  consi- 
dérant le  triangle  comme  une  ligne  du  troisième  ordre  ,  le 
point  P  est  le  pôle  de  la  droite,  d'après  la  théorie  géné- 
rale des  pôles  et  polaires  de  Bobillier. 

Le  centre  de  gravité  du  triangle  est  le  pôle  d'une  droite 
située  à  l'infini. 
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Les  centres  des  cercles  qui  touchent  les  côtés  du  triangle 
sont  les  pôles  des  quatre  droites 

t  ^z  u  db  c  =  o . 

0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit,  la  polaire  de  ce 
centre  P  est 

t  sin  OBC  -+-  «  sin  OCA  -+-  p  sin  OAB  =  o  ; 
OBC  4-  OCA  -t-  OAB  =  -• 

2 

9.  Droites  conjuguées  dans  le  quadrilatère.  A  l'aide 
de  coordonnées  trilitères,  on  démontre  facilement  ce  théo- 
rème connu  : 

«  Si  l'on  coupe  un  quadrilatère  complet  par  une  trans- 
versale, elle  rencontre  les  trois  diagonales  en  trois  points  \ 
sur  chaque  diagonale,  on  prend  le  point  correspondant 
harmoniquement  au  point  d'intersection  et  relativement 
aux  extrémités  de  la  diagonale,  on  obtient  trois  points  en 
ligne  droite^  c'est  la  droite  conjuguée  à  la  transversale  : 
lorsque  celle-ci  se  transporte  à  l'infini ,  la  conjuguée  est 
une  droite  passant  par  les  milieux  des  trois  diagonales.  » 
On  sait  que  cette  dernière  propriété  est  un  cas  particulier 
du  théorème  de  Newton  ,  que  les  centres  des  coniques  in- 
scrits dans  un  quadrilatère  sont  sur  une  même  droite. 

Coordonnées  quadrilatères. 

10.  Soit  un  tétraèdre  ABCD;  désignons  par  t ,  u,  v,  w 
les  distances  respectives  d  un  point  aux  quatre  faces  BCI), 
CDA,  DAB,  AliC:  Le  point  sera  déterminé  lorsqu'on  con- 
naît trois  rapports  <  ntre  ce9  quatre  quantités.  Par  exem- 

,      t     u    v  .    .  . 

pif.   -j     >-:  f.u    v.  w  pris  dans  ce  sens,  sont  les  quatre 

1  «'    w    w  *  ' 

coordonnées  du  poiul . 
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ç>  [t ,  u  ,  v,  \v)  =  o  exprime  l'équation  d'une  surface  5 
équation  essentiellement  homogène. 
ABCD  est  dit  tétraèdre  de  référence. 

{ 1 .  Equation  d'un  plan,  at  4-  bu  -j-  c^  -h  dv  =  o  est 
l'équation  d'un  plan  5  a,  6,  c  ,  d  quantités  constantes. 

1 2.  Equations  d'un  point. 

at  -+-  bu  -+-  c ^  -f-  rfw  =  o   ] 
a,  f  -1-  Z>_.  u  -+-  c,i>  ■+-  d,  iv  =  o   ;  sont  quatre  equat.  d'un  point; 
aÀ  t  +  &2  m  -f-  c2  c  -f-  </2  »'  =  o  J 

on  en  déduit 

tz=(bc2dt),      u  =  (cdltt,),      p  =  (da2bl),      ir  =  (ab,c2). 

13.  Prenons  encore  un  quatrième  plan 

a  t  4-  b3  11  -t-  c ,  i>  -f-  d3  iv  —  o  ; 

pour  que  les  quatre  plans  passent  par  le  même  point,  on 
doit  avoir 

[a  b,Cid3)  =  o  : 

deux  de  ces  plans  représentent  l'équation  d'une  droite  j 
ainsi  on  a  la  condition  pour  que  deux  droites  se  coupent, 
et  l'on  peut  prendre  arbitrairement  deux  coefficients  dans 
chacune  des  deux  équations  d'une  droite. 

14.  Pour  que  trois  p'ans  passent  par  la  même  droite, 
on  doit  a\oir 

(a  b' c" )  =  o ,     [a  bt  cf/ )  =  o. 

15.  Conditions  pour  que  quatre  droites  passant  par 
les  sommets  d'un  tétraèdre  soient  sur  le  même  hyperbo- 
loïde.  (Heiimes.) 

Soit  ABCi)  le  tétraèdre  de  référence. 


(g,)  ...  —  =  —  =  — )  équat.  d'une  droite  (jiii  passe  pai     V  , 


il 

V 



=Z 1 

fl|2 

(1  ■ 

t 

V 





(1  y, 

<l  : 

t 

,. 

=  — ,  »  C; 

«SI  «32  " 

t  II  V 

[g —=  —  =:—,  »  D. 

«Il  «4?  "« 

Soient  g,,  g-,,,  gv  trois  génératrices  du  même  système 
d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  trouver  la  relation  entre 
les  a  pour  que  la  droite  g„  soit  une  génératrice  du  même 
système. 

Solution.   Soit 


équation  d'un  plan  passant  par  le  sommet  A  cl  la  droite 
(g-)  5 

il  a,, 

équation  d'un  plan  passant  par  le  sommet  A  et  la  droite 

équation  d  un  plan    passant  par  le  sommet  A  et  la  droite 

(*.)■ 

Ces  trois  plans  doivent  se  couper  suivant   une  même 

droite  du  second  système,  puisque  gu,  gv,gw  appartien- 
nent au  premier  système,  élémentsde  l'hyperboloïde  \  il  faut 
alors  qu'on  ait  <u>  =  a3i,  ««4  =  «4î  ?  ûj*  =  a.  • l''  la  droite 
d'intersection  de  ces  trois  plans  sera  a3;ii  —  ti.,,i  ==<-/. 
droite  du  me. 

(  )n  prouve  de  la  même  manière,  faisant  usage  du  s"ni 


(  7'   ) 
met  B,  que  l'on  doit  avoir  a81  =  a13,  asl=als*  la  con- 
dition générale  est  «loue  que  Ton  doit  avoir  au  =  alk. 
\insi,  les  quatre  génératrices  du  second  système  sont  : 

a3tu  =  <v21  c  =  n2i(v, 

a_,  t  —  a,   ii  =  d,_i\ 

et  les  quatre  droites 

a  v  w 

—  =  —  =  —  i  passant  par  ie  sommet    \  , 

"14 

■v 

-,  »  Ii; 

l 

tv 

S* 

i' 

sont  sur  le  même  hyperboloïde  (Hermès  ). 

Note  duRédacteur.  Désignons  respectivement  par  U„, 
V„,  W„  les  sinus  des  angles  que  fait  la  droite  qui  passe 
par  A  avec  les  faces  u,  v,  w  qui  se  coupent  en  A:  de 
même  par  T&,  V6,  U/,  les  sinus  des  angles  que  fait  la  droite 
menée  par  B  avec  les  faces  £,  ^,  u ,  et  ainsi  des  deu^ 
autres. 

Lorsqu'on  a  les  six  relations  suivantes,  les  quatre 
droites  sont  sur  le  même  hyperboloïde  ;  la  quatrième 
droite  gw  rencontre  les  trois  premières,  et  appartient  au 
second  système. 

En  écrivant  les  échelles 

T,  U,  \  . 

a ,  b ,    c,  d 


«12 

«13 

t 

V 



r.T 



(I,_ 

«21 

t 

U 



=^ 



«13 

«23 

/ 

U 



Z^l 



<?!< 

«_•< 
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on  voit  la  loi  des  indices 

i     T, ..  Urf  —  TrfUc  =o, 

2  Ti  Yj    —  ïr;  V0    =   O  , 

3  TA  W£  —  Tc  W*  =  o , 
3  VaVd  -  Ud\a  =  o, 
2  Ua  Wc  —  Uc  Wa  =  o , 

i  Va  WA  —  V6  Wa  =  o  ; 

car,  dans  la  première  droite, 

"  _  ff,î ^° 

p  ~~  ô7a  "~  vT  ' 

et  dans  la  dernière, 

u fiu  U</_ 

v        a3i        \d  ' 

donc 

et  ainsi  des  autres. 


NOTE  HISTORIQUE  SIR  LES  COURBES  PLANES. 


Euler  est  le  premier  qui  ait  remarqué  le  paradoxe  que 
deux  courbes  de  degré  n  peuvent  se  couper  en  un  plus 
grand  nombre  de  points  qui  suffisent  pour  les  déterminer. 
(Mém.  de  VAcad.  de  Berlin,  1748.) 

La  même  difficulté  a  été  signalée  par  Cramer,  dans 
son  Introduction  à  l'Analyse  des  lignes  courbes,  1750; 
mais  les  théorèmes  géométriques  qui  dérivent  de  ce  para- 
doxe n'ont  été  trouvés  que  dans  le  siècle  actuel  ;  c'est 
en  1827.  Gergonne  a  démontré  que  si  parmi  les  tr  points 
d'intersection  de  deux  courbes  de  degré  n ,  np  sont  sur 
une  courbe  de  degré  p  moindre  que  // .  Ir>  //  (  n  —  />  )  n  s- 
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tants  sont  sur  une  courbe  de  degré  n — p.  [Annales, 

t.  XXVII,  p.  220.) 

Vers  le  même  temps ,  Pliïcker  a  donné  ce  théorème  : 

Toutes  les  courbes  de  degrén  qui passent  par — —  i 

^                                                 (n  —  i)  (n  —  2) 
points  fixes  passent  encore  par — autres 

points  fixes.  [Entwicklungen,  vol.  I,  p.  2285  Gergonne, 
Annales,  t.  XIX,  p.  97,  129.)  Quelques  années  après, 
ont  été  discutées  les  relations  entre  les  points  d'intersec- 
tion des  lignes  et  celles  des  surfaces  de  différents  degrés. 
Exemples  : 

Une  courbe  de  degré  n  qui  passe  par  np —  — — 

points  d'une  courbe  de  degré  p  <^  n ,  rencontre  en- 

1        (p— 0(p — 2)  y 

core  cette  courbe  en  — -^ autres  points  fixes. 

[Journal  de  Crelle,   t.  XV,  p.   285,  Jacobi;  t.   XVI, 

p.  47  ■>  Plucker.) 

Enfin,  on  doit  à  M.  Cayley  ce  théorème  général  : 

m,  n ,  r  étant  trois  nombres  entiers,  r  supérieur  soit  à  m 

ou  soit  à  n ,  mais  inférieur  à  [  m  -\-  n  —  3  )  ;  une  courbe  de 

.        ,          .             ,                 (m-f-n  —  r  —  i)(m-f-n —  r  —  2) 
degré  r  qui  passe  a  travers  — - 

points  des  mn  points  d'intersection  de  deux  courbes  de 
degré  m  et  n,  passe  encore  par  les  autres  points  d  in- 
tersection. [Camb.  mat.  Journal,  vol.  III,  p.  211.) 
(Extrait  des  High.  planes ,  p.  25.) 
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Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et  leurs  di- 
verses applications;  par  M.  G.  Lamé.  In-8  avec  figu- 
res dans  le  texte;  1859.  Prix  :  5  francs,  chez  Mallet- 
Bachelier,  libraire. 

Sous  ce  titre  modeste  ,  M.  Lamé  a  réuni  les  principes 
dune  analyse  toute  nouvelle  ;  c'est  un  horizon  immense 
ouvert  aux  recherches  mathématiques.  Comme  tous  les 
ouvrages  du  savant  académicien,  ce  dernier  livre  se  dis- 
tingue par  l'unité  des  vues,  la  clarté  et  l'élégance  de  l'ex- 
position. Nous  ne  pouvons  donner  qu'une  idée  succincte 
des  matières  contenues  dans  ce  volume. 

Un  point  de  l'espace  peut  être  regardé  comme  déter- 
miné par  l'intersection  de  trois  surfaces  orthogonales  ;  les 
paramètres  de  ces  surfaces,  dites  surfaces  conjuguées, 
sont  les  coordonnées  curvilignes  du  point. 

Cet  ouvrage  contient  deux  grandes  divisions,  savoir  : 

i°.  La  théorie,  comprenant  : 

Les  formules  qui  servent  à  passer  des  coordonnées  rec- 
tilignes  à  des  coordonnées  curvilignes  quelconques; 

Les  expressions  des  courbures  des  surfaces  conjuguées 
et  de  leurs  intersections; 

Enfin  les  équations  aux  différences  partielles  qui  ré- 
gissent les  paramètres  différentiels  de  ces  surfaces. 

En  supposant  l'équation  de  la  surface  mise  sous  la 
forme 

(p  étant  une  constante  arbitraire) ,  on  appelle  paramètres 
différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  les  exprès* 


(7* 


sions 


v/(^)'+  ($)'+  (*)*  (S+^Kt?)- 

2°.  Les  applications,  qui  renferment  : 

La  détermination  analytique  des  coordonnées  ellip- 
tiques ; 

La  transformation  en  coordonnées  curvilignes  du  mou- 
vement d'un  point  matériel  ; 

Les  systèmes  cylindriques  isothermes  et  en  particulier 
le  système  bi-circulaire  et  le  système  des  lemniscates; 

La  transformation  des  systèmes  orthogonaux  par  rayons 
vecteurs  réciproques  ; 

Les  équations  de  la  théorie  mathématique  de  l'élasti- 
cité en  coordonnées  curvilignes; 

Enfin  la  solution  complète  du  problème  de  l'équilibre 
d'élasticité  dans  les  enveloppes  sphériques. 

On  constate,  dans  ces  applications,  les  remarquables 
analogies  des  lois  mathématiques  qui  régissent  :  le  po- 
tentiel, dans  la  théorie  de  l'attraction;  la  température, 
dans  celle  de  la  chaleur;  la  dilatation  cubique  et  les  dé- 
placements moléculaires,  dans  celle  de  l'élasticité.  C'est 
un  rapprochment  sur  lequel  M.  Lamé  insiste  fréquem- 
ment. Nous  devons  en  effet  espérer  que,  dans  un  avenir 
plus  ou  moins  lointain,  on  rattachera  à  une  seule  et 
unique  loi  mathématique  les  divers  phénomènes  physiques 
classés  actuellement  sous  des  dénominations  différentes. 

D'après  ce  rapide  aperçu,  on  pressent  les  nombreux 
résultats  dont  on  dû  s'enrichir  la  physique  et  la  géo- 
métrie. Entreprendre  une  analyse  plus  complète,  serait 
vouloir  reproduire  l'ouvrage  lui-même. 

Nous  ne  pouvons  cependant  nous  empêcher  de  signa- 
ler deux  remarquables  exemples  d'intégration.  Le  pre- 
mier a  pour  objet  la  recherche  d'un  système  orthogonal 
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dont  l'ellipsoïde  est  une  des  surfaces  conjuguées,  ce  qui 
conduit  aux  coordonnées  elliptiques.  Le  second  donne  la 
solution  générale  du  problème  de  l'équilibre  d'élasticité 
dans  le  cas  des  enveloppes  sphériques.  Là  tout  est  nou- 
veau, et  l'élégance  du  calcul  ne  le  cède  qu'à  la  difficulté 
de  la  question.  Ce  sont  deux  modèles  à  suivre  dans  les 
problèmes  de  ce  genre.  Nous  devons  donc  savoir  un  gré 
infini  à  l'auteur  d'avoir  conservé  la  méthode  d'inven- 
tion dans  l'exposé  didactique  de  ces  théories  et  de  leurs 
applications. 

La  physique  mathématique  a  été  l'origine  de  la  décou- 
verte des  coordonnées  curvilignes-,  aussi  est-ce  sur  ce 
terrain  que  la  nouvelle  analyse  a  fait  le  plus  d'explora- 
tions. Néanmoins  la  mécanique,  la  géométrie  ont  déjà  été 
puiser  à  ses  formules,  et  la  théorie  des  coordonnées  cur- 
vilignes est  destinée  à  prêter  les  plus  grands  secours  à 
toutes  les  branches  des  mathématiques. 

Il  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  formuler  un  dé- 
sir :  c'est  de  voir  la  Théorie  de  la  chaleur  suivre  bientôt 
les  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes. 

L.  Pàinyin. 


Journal  fur  die  reime  ukd   angewandte   mathematik 

(Crelle,  t.  LVII,  ier  cahier,  1 85g.  ) 
(voir  p.  5i). 

Mécanique. 

H.  Helmholtz  (pages  1-72),  à  Heidelberg.  Théorie  des 
oscillations  de  l'air  dans  des  tubes  ouverts  aux  deux 
bouts. 

La  théorie  des  tuyaux  d'orgues  a  occupé  plusieurs  géo- 
mètres et  physiciens.  Le  premier  en  date  est  Daniel  Ber- 
noulli  [Acad.  des  Sciences,  1762)   \  iennent  ensuite  : 
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Euler  (iV.  C.  A.  Peter.,  t.  XVI,  p.  3475  1772). 

Poisson  (Acad.  des  Sciences,  t.  IJ ,  p.  3o5 -,  1847)- 

MM.  Quet  (Journal  de  Liouville,  t.  XX,  p.  1)  ;  Duha- 
mel [ibid. ,  t.  XVI,  p.  49)* 

Masson  (Ann.  de  Chimie  et  de  Phys.,  3e  série  ;  t.  XL , 
p.  4i8). 

Wertheim  (ibid.,  3e  série;  t.  XXXI,  p.  428). 

Soudhaufs  (Poggendorff 's  Ann.,  t.  LXXXI,  p.  347)* 

Hopkins  (Traits,  ofthe  Camb.  Philos.  Soc,  vol.  V). 

Les  théoriciens  ont  recours  à  diverses  hypothèses-,  par 
exemple,  que  les  directions  des  molécules  d'air  dans  l'in- 
térieur du  tube  sont  toutes  parallèles  à  l'axe;  que  dans 
chaque  section  transverse,  les  molécules  aériennes  ont 
même  vitesse,  supportent  la  même  pression;  qu  à  l'em- 
bouchure la  densité  est  nulle,  ou  du  moins  très-petite; 
qu'à  cette  embouchure,  il  y  a  passage  subit  d'ondes  planes 
à  ondes  sphériques;  etc.,  etc.  M.  Helmholtz  abandonne 
toutes  ces  hypothèses,  et  résout  le  problème  uniquement 
d'après  les  données  mathématiques.  A  cet  effet,  il  éta- 
blit deux  fonctions  :  l'une  géométrique,  relative  à  la 
forme  du  tube,  à  l'aire  de  l'embouchure,  et  lautre  dyna- 
mique, relative  aux  forces  qui  engendrent  les  vibrations  so- 
nores, et,  s'appuyant  sur  des  théorèmes  de  physique  mo- 
léculaire, établis  par  Green  (Crelle,  t.  XLIV,  p.  36o)  ; 
il  démontre  que  ces  fonctions  cp  et  ty  jouissent  des  mêmes 
propriétés  que  les  fonctions  potentielles  dans  les  théories 
électriques  et  magnétiques.  Les  points  attractifs  sont  rem- 
placés, en  acoustique,  par  des  points  excitant  les  vibra- 
tions. Il  assigne  les  emplacements  des  tranches  à  vitesse 
minima  et  densité  maxima  (tranches  nodales),  et  fait  en- 
trer dans  son  calcul  la  longueur  des  amplitudes  et  la  durée 
des  phases.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  remarquable  et  de  plus 
nouveau  ,  c'est  l'état  dynamique  de  la  portion  du  tube  qui 
avoisine  rouverlure  et  celui  de  l'air  environnant  extéricu- 
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rement,  où  se  propagent  les  ondes  sphériques.  Les  sons  cal- 
culés s'accordent  assez  bien  avec  les  sons  expérimentés  par 
Hopkins,  Wertheim  et  Soudhaufs;  l'intégration  amène 
vingt-sept  équations  principales,  dont  chacune  a  des  équa- 
tions corollaires. 

Ce  Mémoire  ,  sujet  d'une  belle  thèse,  serait  une  excel- 
lente importation. 

A.  Clebsch  ,  de  Carlsruhe  (p.  73-77).  Théorie  des 
moments  d'inertie  et  du  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  point. 

Soient.  Ma2,  M&%  Me2  les  moments  d'inertie  par  rap- 
port aux  trois  axes  principaux  passant  par  le  centre  de 
gravité:  menant  par  ce  centre  une  droite  faisant  avec  ces 
axes  les  angles  a ,  (3 ,  y,  le  moment  d'inertie  par  rapport 
à  cette  droite  sera 

M  ( à1  cos2  a  +  è!  cos2  p  ■+■  c-  cos2  7  )  ; 
faisons 

(1)  p2  =  a2  cos2  a  -+-  t2  cos2  p  -h  c2  cos2  7  ; 

par  l'extrémité  de  p ,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  p , 
et  ayant  pour  équation 

X  Y  Z 

--f-"  +  -=I, 
U  V  (V 

on  a 

cos  a.  =  —  pu  ,     cos  (5  =  —  p  v ,     cos  7  =  —  p  »'  ; 
donc 

I  =  a1  II3  +  £2  C2  -h  C2  (t     ; 

construisons  l'ellipsoïde 

.r2       y-       z* 
v  a-        b-       c 

on  a  ce  théorème  : 

La  perpendiculaire  abaissée  du  centra  de  gravité  sur 
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le  plan  tangent  à  cet  ellipsoïde ,    représente  le  rayon 
d'inertie  pris  par  rapport  a  cette  perpendiculaire . 

L'auteur  nomme  cet  ellipsoïde  second  ellipsoïde  cen- 
tral, pour  le  distinguer  du  premier  en  usage ,  dont  les 
demi-diamètres  sont  proportionnels  aux  racines  carrées 
de  moments  d'inertie  inverse.  Si  l'on  fait  passer  un  axe 
par  un  point  (j;,^,z),ona  pour  équation 

(   I  =  (a,-hrï)a2-t-(*2-f-rî)«'2-h(c,+  r2)w>î 

*  (       —  (ll.V  -+-  Vf  -f-  wz)2, 

OÙ 

r2  =  x2  -f-  y2  -+-  z2, 

et  iij  V,  w  ont  même  signification  que  dessus.  Faisant 
varier  u,  v,  iv,  1" équation  (3)  est  celle  d'une  ellipse  qui  a 
pour  centre  le  point  x,  y^  z,  et  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  centre  sur  les  plans  tangents  sont  les  rayons 
d'inertie  relativement  aux  divers  axes  passant  par  ce 
centre  -,  pour  trouver  les  axes  principaux  de  cet  ellipsoïde , 
il  faut  rendre  minima 

u2  -+-  v-  -+-  w2  =  —  j 
P 

ce  qui  mène  à  cette  équation  du  troisième  degré  : 

x-  y2  z2 


On  voit  que  ce  sont  les  trois  surfaces  confocales  à  l'ellip- 
soïde (2)  ,  et  les  rayons  d'inertie  principaux  qui  passent 
par  le  point  .r,  jv",  z  ont  pour  direction  les  normales 
menées  de  ce  point  à  ces  trois  surfaces ,  et  pour  valeurs 
yV2  -(-  X2,  y/r2  -+-  fx%  yV2  H-  v2 ,  A ,  ^ ,  v  étant  les  paramè- 
tres des  trois  surfaces  confocales. 

Lorsque  p  est  constant,  l'ellipsoïde  (4)  représente,  en 
optique,  les  vitesses  de  propagation  des  rayons  dans  les 
milieux  cristallisés. 
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L'auteur  établit  encore  plusieurs  théorèmes  intéres- 
sants 5  entre  autres  ceux-ci  : 

Les  points  pour  lesquels  les  moments  d'inertie  princi- 
paux sont  égaux,  forment  la  ligne  focale  sur  l'ellipsoïde  (z) . 

Si  dans  l'ellipsoïde  (z)  on  mène  le  rayon  vecteur  qui 
représente  l'axe  du  couple  moyen  der  beweugngs  grosse, 
le  plan  tangent  passant  par  son  extrémité  indique  le  plan 
de  rotation  du  corps,  et  la  normale  passant  par  cette 
extrémité  est  l'axe  instantané  de  rotation;  on  suppose 
fixe  le  centre  de  gravité  5  la  vitesse  instantanée  de  rota- 
tion est  inversement  proportionnelle  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  ce  plan  tangent. 

Et  d'autres  théorèmes  analogues  à  ceux  de  M.  Poinsot. 

Calcul  infinitésimal. 

S.  Spitzer,  à  Vienne  (p.  78-80).   Note  sur  l  équation 
différentielle  de  la  série  hyper  géométrie. 

Cette  équation,  qu'on  doit  à  Gauss,  est 

±(1—  x)x"  +  [jr—  («  +  p  +tt)v]f—  aPx  =  o. 

Dans  le  t.  LVI  (p.  1/J9)  de  Crelle,  M.  Heine  a  donné  l'in- 
tégrale de  cette  équation,  trouvée  dans  les  papiers  laissés 
par  Jacobi.  M.  Spitzer  s'occupe  de  l'intégration  dans  le 
cas  spécial  où  a  =  |S ,  et  trouve 


X 


du 


M(,-w),/„. 


Jo 
Jo 

et  ne  fait  que  vérifier  cette  intégrale  par  différentiation 
Dans  une  Vote  additive,  M.  Borchardl  montre  qu'on 
peut  déduire  facilement  le  cas  particulier  de  la  solution 
générale. 
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S.  Spitzep.  ,  à  Vienne  (p.  82-87).   Sur  l'intégration  de 
l  équation  différentielle 

d"  y 

dx-  J  ' 

par  des  intégrales  déterminées . 

kiimmer  a  donné  l'intégrale  des  équations  de  la  forme 

d"y 

—  =  xm  r, 

dx" 

ni  étant  entier  et  positif.  (Ci elle,  t.  XIX.) 

M.  Spitzer,  en  suivant  à  peu  près  la  même  marche, 
ramène  à  des  intégrales  déterminées  l'intégration  de  l'é- 
quation 

dnr 

dxn  J 

ni  entier  positif  >  2  n  et  s  =  ±  1 . 

Supposons  qu'on  sache  trouver  l'intégrale  de  l'équation 

dz"+< 
dx'-*-' 
et  qu'on  ait 

z  =  -if  (x)  ; 

d>  (x)   renfermant /z -h  1    constantes  arbitraires;  on  aura 
pour  intégrale  de  l'équation  x"1  -j—  = —  ey, 


X 


r 

=    I        u" 


'"-"■i      -  \du 


et  entre  les  n-{-\  constantes,  il  existe  une  relation  qui  les 
réduit  à  n  constantes. 
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dzn+i 
Exemple.  L'intégrale  de  l'équation  x*  "+2  -7—  =  z  est 


où  les  f*  sont  les  racines  de  u'1+1  =  i . 

e/)  ■" 

Alors  on  a  pour  intégrale  de  x-n+i  —  =  — > 


.>' 

<\C,  a      "'   +C,f  H-    .  .+  Cn+,  e 

où 

C|  +  Cl+..  .+  C„-m  =0. 

Géométrie. 

DeStaudt  (Erlangen)  (p.  88  et  89).  Quelques  propositions 
de  Géométrie. 

(Voir  Journal.) 

Ar'uhmologie. 

OEttinger  (Fribourg.  Brisgau)  (p.  90).  Deux  théorèmes. 
(Voir  Journal.) 

Mélanges. 

Borchardt,  rédacteur  (p.  91  et  92).  Sur  Pierre-Gustave 

Lejeune-Dirichlet. 

Le  6  mai  de  cette  année  (1859),  les  sciences  naturelles 
ont  fait  une  perte  immense  dans  la  personne  de  M.  de 
Humboldt,  et  les  sciences  exactes,  la  veille,  dans  la  per- 
sonne de  Dirichlet.  L'illustre  analyste  est  né  le  i3  fé- 
vrier i8o5,  à  Duren,  près  Aix-la-Chapelle,  alors  du 
département  de  la  Roër.  Le  premier  il  a  établi  un  pe- 
sage entre  le  continu  et  le  discontinu  numérique,  et  a 
l>our  ainsi  dire  jeté  un  pont  entre    le   monde    infinité- 
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àinial  et  le  inonde  arithmétique  :  c'est  sa  découverte  ca- 
pitale ,  et  qui  léguera  son  nom  aux  générations  de  l'avenir. 
Esprit  profondément  pénétrant,  dune  logique  conscien- 
cieusement sévère,  notre  ancien  compatriote  s'est  attaché 
aux  parties  les  plus  ardues  de  l'ardue  théorie  des  nom- 
bres 5  trente-six  Mémoires  sont  insérés  dans  le  recueil  de 
l'Académie  de  Berlin,  dans  les  journaux  de  Crelle  et  de 
Liouville.  Il  avait  encore  de  grands  projets  en  vue;  mais 
travaillant  presque  toujours  de  tète,  et  jetant  au  plus 
quelques  calculs  intermédiaires  sur  des  feuillets  volants  , 
on  n'a  malheureusement  rien  trouvé  dans  ses  papiers, 
sinon  un  travail  concernant  l'hydrodynamique,  et  dont 
on  peut  espérer  une  prochaine  publication. 

Outre  un  génie  créateur,  Dirichlet  possédait  des  qua- 
lités professorales  tellement  éminentes,  qu'elles  ont  exercé 
une  influence  considérable  sur  les  progrès  mathématiques 
en  Allemagne.  Les  Leçons  sur  la  théorie  des  nombres, 
sur  les  forces  agissant  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances,  sur  les  équations  aux  différences  partielles  li- 
néaires,  sur  les  intégrales  déterminées ,  leçons  impri- 
mées sur  des  copies  soignées ,  formeront  le  meilleur  traité 
sur  ces  matières. 

Il  n'a  pas  laissé  d'ouvrages,  mais  on  peut  considérer 
comme  tels,  et  des  meilleurs,  des  disciples  comme  feu 
Eisenstein  et  Borchardt. 

Sa  femme,  objet  d'une  vive  affection,  l'ayant  précédé 
de  quelques  mois,  hâta  la  catastrophe.  Petite-fille  du  phi- 
losophe Mendelsohn,  sœur  du  compositeur  de  ce  nom, 
épouse  du  géomètre,  elle  s'est  toujours  montrée  digne  de 
cette  triple  illustration  5  brillante  tiare. 

M.  B.  Tortolini  a  exprimé  d'éloquents  regrets  sur  cette 
mort  prématurée  [Annali,  n°  3,  1859;  p.  196),  et  a 
rappelé  le  séjour  que  fit  Dirichlet  à  Rome ,  d'octobre  1 843 
1  avril  i844 1  avet>  toute  sa  famille,  alors  composée  de  sa 
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femme  et  de  deux  petits  garçons.  Il  était  accompagné  de 
ses  deux  amis  Jacobi  et  Steiner,  et  de  son  élève  Borchardt. 
Jacobi  comparait  legéniede  Dirichlet  à  celui  de  Lagrange  : 
même  lucidité ,  même  profondeur ,  même  intensité , 
mêmes  tendances  arilhmologiques.  Il  a  été  admis  comme 
précepteur  dans  la  famille  du  général  Foy,  à  Paris.  Ai- 
mant la  France  de  prédilection,  il  m'a  témoigné  le  désir 
d'y  obtenir  une  chaire  ;  désir  non  réalisable.  Toutefois  Col- 
bert  considérait  l'acquisition  d'illustres  étrangers  comme 
une  riche  importation.  C'est  à  cette  idée  grandement  pa- 
triotique que  nous  devons  Cassini,  Maraldi.  —  Utinam! 
sapienti  sat. 


Exercice  d'analyse  numérique,  Extraits,  Commentaires 
et  Recherches,  relatifs  à  l'analyse  indéterminée  et  à  la 
théorie  des  nombres  ;  par  V.-A.  Le  Besgue,  Professeur 
honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux, 
membre  correspondant  de  L'Institut.  Paris ,  1859.  Chez 
Mallet-Bachelier,  libraire.  Prix  :  3  francs. 

La  science  des  nombres  n'est  pas  tout  entière  dans 
l'arithmétique,  c'est-à-dire  dans  les  procédés  des  cal- 
culs 5  elle  comprend  encore  et  surtout  l'arilhmologie, 
ou  théorie  des  nombres,  dont  les  ouvrages  élémentaires 
ne  peuvent  parler  que  dune  manière  accessoire.  Ainsi, 
l'élève  qui  explique  la  divisibilité  d'un  nombre  par  9  ou 
par  11,  fait  de  l'arilhmologie  sans  le  savoir  ;  mais  celte 
science  ,  si  peu  répandue,  n'en  est  pas  moins  une  des  plus 
élevées  et  des  plus  attrayantes  pour  les  esprits  supérieurs. 

L'arithmologie  est  bien  ancienne^  <>n  <l<>it  la  faire  re- 
montera Pythagore.  et  même  plus  loin.  A  la  vérité,  noire 
siècle  est  trop  positif  pouj  adopter  les  idées  mystiques 
dont  s'inspirait  l'antiquité;  mais  plusieurs  illustres  ma- 
thématiciens s' \  sont  livrés  avec  une  ardeur  qui  semblait 
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s'accroître  par  les  difficultés  toutes  particulières  à  ce  genre 
d'études. 

Cependant  il  n'existait  pas  de  traité  qui  résumât  la 
science  avec  méthode  et  qui  complétât  ces  deux  grands 
monuments,  la  Théorie  des  nombres  et  les  Recherches 
arithmétiques ,  au  moyen  des  matériaux  épars  dans  une 
foule  de  Mémoires  dus  à  différents  auteurs.  C'est  ce  qu'a 
tenté  avec  courage  et  bonheur  M.  Le  Besgue,  déjà  connu 
lui-même  par  de  beaux  travaux  darithmologie,  et  l'ou- 
vrage qu'il  publie  sous  le  titre  modeste  d'Exercices ,  n'est 
autre  chose  que  la  première  partie  du  traité  que  réclamait 
le  monde  savant. 

Dans  la  première  section,  intitulée  Observations  pré- 
liminaires ,  l'auteur  rappelle  que  deux  nombres  sont 
congrus  entre  eux  relativement  à  un  module,  c'est-à-dire 
à  un  nombre  quelconque,  lorsque  la  dilïérence  de  ces 
deux  nombres  est  divisible  par  ce  module.  Il  expose  en- 
suite divers  théorèmes  sur  les  permutations,  les  nombres 
figurés,  etc. 

La  deuxième  section  contient  l'analyse  indéterminée 
du  premier  degré,  traitée  d'une  manière  complète.  On  y 
trouve  une  foule  de  développements  importants,  que  ne 
renferme  aucun  des  traités  ordinaires  d'algèbre-,  par 
exemple,  les  règles  de  Paoli  et  de  M.  Hermite  pour  le 
nombre  de  solutions  positives.  Chemin  faisant,  l'auteur 
expose  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  et  plu- 
sieurs théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

La  dernière  section  porte  le  titre  d\App/ications,  parce 
qu'elle  montre  les  conséquences  de  ce  qui  a  déjà  été  vu 
sur  les  congruences  et  les  nombres  premiers,  mais  elle 
contient,  en  réalité,  des  développements  théoriques  aussi 
intéressants  que  variés.  On  y  remarque  la  décomposition 
des  nombres  en  carrés  et  bicarrés,  ainsi  que  différents 
théorèmes  sur  les  nombres  premiers  <  et  notamment  celui 
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de  Wilson,    qui  caractérise  ces   nombres.    Enfin,   l'au- 
teur signale  Tusage  que  Ton  fait ,  depuis  Gauss ,  des  nom- 
bres complexes  imaginaires  formés  des  racines  de  l'unité, 
et  montre  aussi  l'emploi  des  séries  divergentes. 

S'il  se  présente ,  comme  nous  l'espérons  pour  l'hon- 
neur de  la  science ,  un  nombre  suffisant  de  souscripteurs , 
M.  Le  Besgue  achèvera  par  parties  détachées,  mais  com- 
plètes, la  publication  de  son  beau  travail,  dont  cette  bro- 
chure de  i5o  pages  forme  à  peu  près  le  tiers. 

^Sous  devons  louer  chez  M.  Le  Besgue,  outre  la  préci- 
sion et  la  clarté  du  style  ,  une  réserve  bien  nécessaire 
dans  des  questions  aussi  délicates.  Quand  une  démons- 
tration lui  parait  obscure  ou  insuffisante,  il  le  dit  fran- 
chement. Il  doute  ,  à  plus  forte  raison  ,  des  théorèmes 
énoncés  sans  démonstration ,  surtout  dans  la  mystérieuse 
théorie  des  nombres  premiers.  Par  exemple,  est-il  vrai, 
comme  on  l'a  dit,  qu'au  delà  de  toute  limite  donnée,  on 
trouve  deux  nombres  impairs  consécutifs  et  premiers? 
Est-il  vrai  que  tout  nombre  pair  soit  la  somme  de  deux 
nombres  premiers?  C'est  probable,  mais  ce  n'est  pas  cer- 
tain. 

Une  pareille  prudence  n'est  que  trop  justifiée  dans 
1  étude  de  l'arilhmologie.  On  sait  qu'Euler  a  montré  la 
fausseté  d'un  théorème  de  Fermât,  qui  avouait,  à  la 
vérité,  ne  pas  en  avoir  la  démonstration.  On  sait  aussi 
que  la  Théorie  des  Nombres ,  de  Lcgendre ,  contient  quel- 
ques théorèmes  inexacts.  En  un  mot,  c'est  dans  celte 
science,  plus  que  dans  toute  autre,  qu'il  ne  faut  rien  af- 
firmer sans  preuve,  pas  même  le  laineux  théorème  de 
Fermât,  que  l'Académie  <le>  Sciences  remet  tous  les  ans 
au  concours. 

Pour  faire:  la  part  île  la  critique,  nous  désirerions  chez 
.M.  Le  Besgue  des  indications  un  peu  plus  précises  sur 
les  sources  auxquelles  il  a  puisé.  Ainsi,  nous  voyons  bien 
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que  le  théorème  énoncé  par  Fermât  sur  les  nombres  fi- 
gurés a  été  démontré  par  Cauchy;  mais  quelle  est  cette 
démonstration,  ou,  du  moins,  dans  quel  Mémoire  se 
trouve-t-elle?  Peut-être,  du  reste,  l'auteur  se  propose- 
t-il  de  compléter  ces  indications  dans  les  publications  suc- 
cessives. 

Nous  voudrions  donc  voir  compléter  cet  ouvrage,  dou- 
tant plus  indispensable  que  ceux  de  Gauss  et  de  Legendre, 
déjà  épuisés,  ne  sont  plus  au  courant  de  la  science,  et 
nous  unissons  nos  vœux  à  ceux  de  M.  Le  Besgue.  pour 
que  de  nombreux  souscripteurs  lui  permettent,  par  une 
modique  offrande,  d'achever  l'édifice  qu'il  a  si  bien  com- 
mencé. Cn.  Housel, 

Professeur. 

Traité  des  surfaces  du  second  ordre  et  développements 

DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS,  à  l'usage 

des  candidats  aux  Ecoles  Polvtechnique  et  Normale  ; 
par  M.  Saint-Loup ,  docteur  es  sciences,  professeur  au 
Lycée  de  Strasbourg ,  et  M.  Bach,  chargé  du  cours  de 
mathématiques  pures  à  la  Faculté  de  Strasbourg,  che- 
valier de  la  Légion  d  honneur.  Paris,  i85g  ;  in-8°  de 
96  pages  avec  planche.  Chez  Mallet-Bachelier.  li- 
braire. Prix  :  3  francs. 

Ce  Traité  contient,  en  moins  de  100  pages,  toutes  les 
connaissances  exigées  par  les  Programmes .  et  même  au 
delà.  La  méthode  fort  simple  exposée  au  début  de  l'ou- 
vrage pour  la  classification  des  surfaces  est  contenue  en 
principe  dans  un  Mémoire  de  M.  Finck  (Journal  de 
Liouvillc,  i838).  Si  les  auteurs  ne  l'ont  pas  cité,  c'est 
sans  doute  parce  que  cette  méthode,  que  M.  Finck  lui- 
même  attribue  à  M.  Plùcker.  revient  à  décomposer  en 
carrés  l'équation  de  la  surface,  idée  qui  est  aujourd'hui 
tombée  dans  le  domaine  public. 

Malgré  le  peu  d'étendue  de  l'ouvrage,  les  auteurs  ne 


négligent  pas  les  exemples  numériques;  enfin  ils  ajoutent 
quelques  considérations  sur  des  surfaces  d'un  degré  supé- 
rieur au  second ,  telles  que  le  tore  et  la  surface  de  l'onde. 
Du  reste,  l'ouvrage  est  écrit  avec  autant  de  clarté  que 
de  précision ,  et  nous  pensons  qu'il  peut  être  mis  avec 
avantage  entre  les  mains  des  élèves.  Ch.    Housel, 

Professeur. 


Résumé  de  Leçons  de  géométrie  analytique  et  de  cal- 
cul infinitésimal;  etc.;  par  J.-B.  Bélanger,  ingé- 
nieur en  cli ef  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  de 
mécanique  à  l'Ecole  Polytechnique.  In-8  de  296  pages 
avec  planches.  Paris,  1809.  Chez  Mallet-Bachelier. 
libraire.  Prix  :  6  francs. 

Nous  ne  saurions  recommander  avec  trop  d'instance 
cette  instructive  production  aux  professeurs  enseignants 
et  aux  jeunes  étudiants.  On  y  trouve  ce  qu'il  est  indis- 
pensable d'apprendre ,  et  le  savant  auteur  possède  le 
talent  excessivement  rare  de  savoir  ce  qu'il  ne  faut  pas 
dire.  Des  exemples  numériques ,  choisis  avec  sagacité  , 
éclaircissent  les  théories  abstraites.  La  trigonométrie  esl 
présentée  comme  science  de  rapports  •  idée  émise  dans  le 
Manuel  de  Géométrie  (  Roret).  On  regrette  que,  se  con- 
formant à  l'usage,  l'auteur  n'ait  pas  adopté  la  division 
décimale  du  cercle.  Trois  professions  repoussent  très-illé- 
galement cette  division:  les  bladiers,  les  négociants  en 
vins  et  les  astronomes.  A  Paris  le  blé  se  vend  par  i5o  li- 
tres et  la  farine  par  îz'j  kilogrammes;  mêmes  variations 
dans  d'autres  marchés.  Dans  la  Gote-d'Or,  il  \  a  des  ton- 
neaux de  4^6,  ii4j^7  litres.  On  ignore  pourquoi  les  as- 
ironomcs  ont  abandonné  le  système  décimal  admis  par 
Laplace,  Borda,  Legendre.  <>n  prêche  L'adoption  de  ce 
système:  l'exemple  esl  la  meilleure  des  prédications 
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DEMANDE. 


Où  trouve-t-on  des  renseignements  biographiques  sur 
le  géomètre  hollandais  Abraham  Cufueler,  auteur  du 
Spécimen  artis  ratiocinandi ',  in-12;  Hamburgi  ,  1684  '-, 
ouvrage  philosophique  raisonné  avec  une  conscience  ma- 
thématique? La  traduction  serait  encore  utile,  aujour- 
d'hui ,  comme  antidote  au  panthéisme  matérialiste. 
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